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P R E F A Z I O N E  

LA necessità nzadse sovente dc~lle più belle 
scoperte ha suggerito agi' nomini maravigliose 

invenrioki , specialnzente in Meccanica. Co- 

nobbero essi ~nolti eflit-tti d i  que~ta arte anche 

ignosandone le! ragioni, e seppero trarne l'op- 

portuno pr-ojilto . Gli s@qi meccanici degli an- 

tichi popoli, le vaste Moli i na l~a te  gin in 
Asia, e in Egitto, sono f h t i  , che se N1 tutta 

la loro estensione furono messi in diibbio da 

qualche moderno, restano abbastanza aaten- 

ticuti dai maestosi avvanxi d' Egitro , Pal mi- 

ra,  Persepoli, Spalatro, e Roma . 
Furono gli antichi prohabilnrente guidati 

dalliz esperien pz , s e q u  conoscere i suldimi 

principj della Meccanica, e pervennero a dei 
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gran lasultati per uno sy7)i.p di genio, o istin- 

t o ,  i j z  v i h  del guide g-L'uomini sanno pi2 

fure, che intender-e sentono talora la  vei-itiì 
C .  

a m o  q u m h  non t dirnostruto ; e si giustifica 

l a  senterzp di Dante 

,, . . . . . . . dietro a i  sensi 

,, Vedi che la ragione ha corte l' a l i .  

Al rinascere delle Scienxe Gdileo investigò 

i Teorici Fondnnienti dcll' equilibrio, e del mo- 

t o ,  assoggettandoli alla guida della Geome- 

rreia, e col Pilnripio delle Velocith Vinuuli  

sparse unu nuova univessale i~mdi<z~ione  in 
tutte le macchine semplici, e composte. 

Quantunque un  grand' Uomo del nostro 

secolo a bbiu nccortnmerzte silevato, che le . 
scoperte scientifche servono per discostussi 

dul jklso , assai pi& che per nvvicirzarsi al 

vero, nondimeno dopo le scoperte d i  Galilio 

lu Meccanica annunziò j h t i  di p i ì ~  nobil 
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tempra che quelli sollecitati dalla necessità, 

o dd U I Z  cieco f~ ls to ,  al lume languido, e mal 

f e m o  d i  un is~into jervido, e di una ragione 

vacilhnte . 
Fu allora .che gli uomini osarono di  subli- 

marsi in guisa,  da associare pei dir tosi , le 

proprie speculaxioni alle immense vedute del 

Supl-enzo Aulor~e della 1Varz~r.n~ e quindi non 

linzitandosi p i ì~  all'Arg.czno, ed alla Leva,  

passarono in rivista gli elementi; conversero 

in projko per le  sociali occosrrnxe gli sfòqi 
dell' ocqun , dell' aria, e d d  fhoco istesso , e 

$no certi movimenti degli Astri incogniti all' 

occlrio ~zudo, eser-citando una specie di domi- 

nio nel rneccanis~~zo deZl' Universo , 

In fatti l a  Meccanica per n q x o  del Prin- 

cipio delle Velocid Virtuali, unita alla Geo- 

metria partecipò della medesima eviden-ja , e 

ne go& i psivilegj per tutta I'ampieq(ln, in 
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cui poteva spaziaair ZLZ sintesi. In seguito la 

nuova Geometria ( l a  quale con rapido volo 

pe~com lo spqio , che I' antica era obbligata 

a misurase con lento passo, e giunge ove quel- 

la non si sìz che sia mai penetrata) ha cor- 

risposto alle più lusirzghier~e speranse, ed il 
Sig. La Gsunge il primo nell'immortule sua 
Opera intitolata Meccanica Analitica , non 

solo mostrò che il Principio delle Vel~citiz Vis- 

tuali è dovuto a Galileo , ma d e v b  ancora, 

che questo Principio ha il vantaggio di potersi 

tsadurre in linguaggio algebraico , ci02 d i  es- 

sese espresso per una fomula analitica, onde 

tutte le risorse della analisi vi si applicano 

direttamente . 
Quel Principio dopo inventato da Galileo 

era simasto quasi negletto, come penderebbe 

inutile unu grande spada ,fino a tanto che non 

nascesse un braccio atto a brandirla. In fatti 
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il Sig. La Gsange padrone di tutto l'Ente ma- 

~cwzlrtico, ha s~zputo v~zlutrzme I' Nnpor~tun~u, 

e la fecorrditiz , jkendo per me7;lo di  esso della. 

Meccanica una saertp nuova u segno, che 

nella universale dottrina dell' equilibsìo , e del 

moto dei solidi, e dei jluidi, tutti quei d f -  
$cili Problemi , che avevano condotlo $120 ad 

ora i Geometri per mille diverse spinosissime 

srracie , sono ridotti ud un psocedese ~~egolu se , 
ed unzforme. E per dure un'idea d i  quanto ab- 

bia qiiindi pmgr<.~dito lo spirito umano, si put 

dire, che il moto, e l' equilibrio dei Corpi Ce- 
l&, la figura di essi, e le orbite, che descri- 

vono, non iichhinmano in sostanr(z , per quanto 

uppaniene alla Meccanica, a considerare altre 

leggi oltre quelle, che hanno luogo nel calco- 

lar-e il moto , e I' equilibrio di un Vette delpri- 

mo genese; quantunque le difji-col& d i  puro 

calcolo, e la moltitudine degli oggetti da con- 
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templursi pi-esentino ZLB apparirto pih vo a o  , 
ed irrzponerzre . 

71 Principio delle Velocità Virtuali può con 

l11 massima precisione , e c h i a r e ~ p  enz~nczarsi 

come nppsesso : ,, Dato un sistema composto 

,, di un numero quahnque di punti o corpi, 

,, ai quali sieno applicate delle forze coomun- 

,, que diratte, suppongasi che a questo sistema 

,, sin doto un  impirlso qnalunque, per cui si 
. . .  ,, eccrtl zn USO zm ~~zovirrzent~ ; E' chiaro, che 

,, nel primo istante di tal movimento i punti, 

,, o colpi, a i  qzrali sono applicate le foqe  de- 

,, scrlverilrzno uno spa~ io  injinitcsimo , che 

,, rlrppsesenteriì la Velocitiz Virtuale del re- 

,, spettivo punto. Dall' estremità d i  ciascu- 

,, no di questi spazi si potrh condurre una 

,, pespendicolare sopra In direxione della for; 

,, %a respeniva, l a  quale perpendicolare in- 

,, teiretter-h quella poqione d i  spaxio , che 
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,, cinsclicduno dei punti nvrk percorso secon- 

,, do lu direzione Jdla foqu ,  nel primo istanlc 

,, del movimento . Chiamando P', P", P"' ec. 
,, le  f i qe  applicute ni vari punti p',p';pH' ec. 

,, le linee sccorzdo le quali giacciono le r-espet- 

,, 'tive loro dirqìoni , sarvnno dp', dp ' ,  dp'" ec. 
,, gli spaqiezti , che ciaschedrrn punto avr-ìz 

,, per-cosso nella dir.eyione drllu r.espenivu 

9.9 fiwp , ed i psodotti I1'dp', P "dp", P'"dpdy" ec. 
,, si chianzeranno i mornenti delle f oqe .  Ciò 

,, posto se la somma dei r72omenti sai-iz = o ,  
,, (avvcstcndo una volta per sempl.e, che sieno 

,,. cangiati i segni secondo le tzote condi@mi 

,, d i  ciascheduna questione , in  tutto il se- 

,, dato al sistenza si elidevnrzo , o sia iL siste- 

,, ma enz in equilibn'o. ,, Ed irz questo ap- 
punto consiste uno dei giva7z vantaggi del P~in- 
cìpio d d l e  VeZocitìz Virt unli , che prescindendo 

B 



sotto 

C0171 e 

sinzu 

un aspetto di speeulrzyione ulgeZ.ebr,aica, 

che dipendenti dalL' unica , e semplicis- 

A h n i  si sorzo ocsr~pnti nel j h  vedere, che 

questo Principio k vero, mostrando la conjbr- 

mi& dei risulrati di esso, con quelli dedotti 

da czltri metodi z~niversaln~ente am?~essi. Ma 

se veramenre non se ne potesse ottenere altra 

autentica, suscmmo UL'IL lontani d~zllo scopo, 

n cui mirano ordinariamer~tc? i Geor7zet1.i ; nel- 

la stessu guisa, che nllor quando i seguaci d i  

Leibnitq mancavano di una convincente di- 

most rinionc t. del Cnlcolo In&zitesirnale , erz 

debole appoggio per essi l' osservare I' urz$Òr- 

mith de' suoi sesultuti , con quelli della Geo- 

m e t r i ~  degli Antichi. 
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Il Sig. Lu Grmge presenta (I pag. i 2 .  e sc- 

mcnti  dellu sz~a fiIeccanica, il Principio delle b 

Velocith Vi?rcinli , incomirzciando dalla sup- 

posijiorze scgireritc , cioì. , che in q u a l z ~ r z p ~  

Macchina in equilibrio, le j?qc sierzo tsa loro 

in rngione inveisa delle Velocitìz Virtuali dei 

principio fondamentale della Mecccznica, c che 
dopo il ~ a l i l e o  si può i-ipardarc come una 

syecic di crssionzrr mecsilnico. E szq,t~osto un 

tale assioma nzecsanico il Signor La Gsunge 

prwzdc a corzsider-are tse f o q e  applicate a tre 

pzrrzti i72 cqrrilih-io, e sostituendo in vece di  



pzrnto fisso , e dne ji)sa- sole , vc~sijiziz il Prin- 

c4,io delle Velocit;z Vistrrlzli , e lo c s re~~dc  a J 
zm I Z U I I L ~ I - O  quulimque d i  ji)si,r.r;e. 

Dopo il I ' L Z ~ ~ O I I L Z ~ I L C B ~ ~  del Sig. L'z GIIZJZ,~ .  
p s~ddr pnre qu, zlche s c r q d o s o  C;comeriu 

(giizccAZ non vi è s c i e q z  clic d e b b ~  csseiw 

pi'ivrz d i  ogni 0 ~ 1 6 i u  quanto L ~ U ~ z m m ~ t i c ~ z  ) 
muovcr-C qualche dubbio, o non umntettendo 

C O ~  ~ z s ~ i o m n  il Principio d c l k  FTeloci6i K r -  

izruli, o psovurzdo d@olr; LZJ este~tdcsc quel- 

AZ di~~tostriz;io/z~ lzd ILBLZ I ~ L Z S S L Z  qz~~zluizqzre d i  
mole-cok , co~~zponznti u n  jlirido i n  equili/vio . 

Lu piir crdmdzra , e semplice idcn , che poss~z 

psesesentare l' ussionzrz in questione, ì? quella di 

un Ti~rtc , in cili oltsc al yurzto &fisso vi sicrzo 

due punti ogiroti &i due $77~ in  equilibr-io; 

l' assiorna adunque esige, clze dato un impulso 

quulzrnqz~e ul Ve t te ,  si notinogli s p q i  che nel 
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pllnzo istunte del nzoto, i punti a i  quali sono 

appliute le j h ; e  dr~w-iveinrzri o nella dise - 

per una specie di intuiiiorze , dove~c  pcr cau- 

sa del szy~posto equilibrio, essere quelli s p i i  

i ~ v e s m m c n t  e pqol.7iomzli alle j q e  . 
Quella cor7zurze Jbcnlti di prinzitiva irztr~i- 

~iorze, per- cui ogriurzo si conviricc fkil17~oztc~ di 

un  ,w/~~plice nssiom<r Geomcrrico , come per e- 

senzpio, che il tutto sia maggior dclla paste, 

I IOB S C I - V ~  cel.t~r?ze~zte pes co~ivcrzii.e dclla so- 

pr~zccennata verirà mecc~znica , la punlc 2 tun- 

t» piir co17zplicrztn di qrrello che sirz uno d g l i  

oi~iin~ii-i  ~zssiomi , gu~znto il gcriio d i  quei gs~z I L  - 

m a ,  szrpsizz L' oiiiinaria misr~m &ZZ' irzgcg~io 

col«i.o, che non ric S C A ~ ~ L Z ~ Z O  q p ~ g ~ z t i  , il p- 
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da estranee teorie, come è pi~zsiulo al  Riccati, 

( che  con qualche soccorso tutto nzetnJisico, si 
è ~istrct to presso a poco a qu W I O  caso partico- 

lare /in alcune Lettere stanzpuk in Verzep'a 

nel i 7 7 2. ) ovvero r@osm-si sulla fede d' iro- 

mini sommi , dispre~przdo . . l' nbitunlc ripir- 

gnanxn ad in~socinsre in Jftrtemutica il peso 

dell' autosità. E se vel-amente p e s t a  tisanna 

delLz ragione dovesse per una sol volta appn- 
rire nel Tempio d' U I - m i a ,  7zon potrebbe seguir 

cib con minore sctr lzdalo , che t ~ ~ ~ v u n d o s i  essa in 
m e n o  t, (. a GuliZeo, e n L a  G~.nngc. 

Passando poi a l l~z  conside~zl-/iorze t, dei fluì- 

d i ,  n bbiamo rilev~zto che amrnesso il Pllncipio 

delle Vclocith V i r t z d i  per due j b q  e q,plicute 

a due vari j)wzti di  1 ~ 1 2  Ve t te ,  si estende ad 

un 71urnei.o qzralzinqzie di j b ~ e  per- semplice 

urtiJi~io di  calcoZo, d i  ~ L Z I I ~ C I M  che p& pa- 
rere, che il principio in questione resti gene- 
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sali~:tzto . . a j f i t t o  , ed esreuo nd u n  ammasso 

q i~dunquc  di  molemle costitueilri u n  sistema 

in equilibr-io , e quiizdi anco ni jI!:idi . 
Sic.conze n orzostunte in nzutei-iil; così delica- 

ta possono tnelutuse atten$one ancora i pih 

tenui drrhbi , giover-iì qnt silevase zina dqjèr-m- 

s a ,  che s'i~zcontra nel passare dalla ipotesi d i  

un sistema solido ed irflessibile , a qnella d i  

u n  fluido. Suppongo zin colpo solido, ed in- 
flessibile, a c i u s c h d ~ m  punto del quczle sieizo 

applicate delle j~r -xe  ccomrinque P', P", P" ec. 

con le direxioni p', pJ p'" ec. Quando io ns- 

S ~ I ~ S C O  che , szipposto questo corpo in eqrrili- 

brio, drindogh' u n  piccolo inzpzrlso , avLz lzirgo 

I' equa~ione dei momenti P'd p/ + P" d li' + 
Pn'dp"' + P"" d p'"' -t- P' d p v  + ec. = o ,  l 'ns-  

seiisco parhè , se in vece d i  essere indefì- 

nizo i l  numero dei punti ,  e delle f o q e  respet- 

tivamente applicatevi , fosse linzitnto a tre 



sdra nto , seguendo I' ingegr~osissimo ed incon- 
cusso r~t~iocinio del Sig. Lu Gsange , io potrei 

sostituire in vece d i  quulzinqzre ddle  tre un 

punto fisso, e ridurre il dato solido ad un Veiette 

senlplice, in cui per l'assioma p~acedentemente 

discusso, si vesijicn L' epuaxione dei momenti 

tra le due f i q e  ; ed i n  v i h  dell' ussionza 

stesso, e della inseparubile considera~ione del 

Vette , posso progo,oiz.dire dalle due j òqe  alle tre, 

drrlk tre alle q,uattm, e così seguitmdo il pro- 
cedere del calcolo , ~ e b e n i s e  ad un numero 

qualunque indejinito . 
Sia adesso il sistema composto d i  parti a$ 

fzt to scioltc , e per esempio, cosrituenti una 

massa$uida, a ciaschedun punto della quale 

siano applicate delle f o r ~ e ,  in modo che tutto 

il sistema sia in equilibr?~. Dando u n  inzpulso 
a questo fiuido , se vorG stabilire l' equnxione 
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questione, non poti-ò per-correre 1' istessn serie 
d' idee, che mi è necessariamente occorsa nel 

caso del solido descritto sopra, e non potrò in 
questu occasione asserire , che szrssiste L'equn- 

~ i o m  tra tutte quelle foqe  per la  ~.agione che 

ha  avuto luogo allora, cioè che se fossero tre 

sole foqc  sussisterebbe, col soccorso dell'as- 

sionm, che f a  dipendese il tz~tto da un Vette. 

In fatti una massa fiuida d i  sensibile esten- 

sione non può stare in eqi~ilih~io per tre sole 

foqe applicate a tre voli punti d i  essa, e molto 

meno per due foqe sole , ed un punto $$so, nè 

per conseguenxa ammette l'idea di un Vette, 

i componenti del quale conservano sempre tra 

loro le stesse distu,nle , nè dell' assioma che 2 
sLato necessario per istituire la dimostrqione , 
nel caso del sistema solido ed inflessibile. 

Ad oggetto d' illzlstrure ultesiorr~zente la so- 

pruccittztu. d;fJilruv , concepiscasi u n  Vette 
C 
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~zyttilineo a hmccin egulzli, e tenuto in  equi- 

libr io da due egunli fui-?. ; nel primo istante 

del movimento originato da un qualunque im- 

pulso, gli spaxi che descrìveranno le sue estre- 

mitiì nella disezione delle respettive forze, sa- 

sanno eguali , e si venfichew pesciò l' equa- 

 ione dei momenti, che potr2z per quel che si è 

sopra accennato estendersi ad un nnmeso qua- 

lunque di forze fossero applicate ai vari punti 

delle braccia del Vette ; ma qui si avversa, 

che a questi vari punti delle bruccia del Vette, 

o sicno applicate injnite jbrg~e, o non sieno, 

tutti questi vari punti, io dico, sono ristretti 
alla condiqione di non poter variare le respet- 

tive distanre tra loro, qualunque suppongasi 

il dato impulso. 

Sia adesso un fiuido Nlconzpsessibile , per 
esempio , l' acqua rinchiir sa dentro un recipien- 

t e ,  il quale non abbia, che due eguali in$- 
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nitesimi jbi , e pes rncno /. t .  d i  quesli possano 
agire due for-ze egr~ali, che chiudano l'acqua 

in equilibsio dentso LZZ recipiente: dato un 

inzpillso qualnrique all' czcqua , nd primo i- 
stame del movimento per causa dell' incom- 

pressibili&, si PILÒ concepire , che quanto 

I' acqua far.& r.etr.oceder-e estendo da uno dei 

fosi la sespettiva j iqn  , altsettanto I' altra 

foma t. dovdz i r z t r ~ d r t ~ : ~ i  nel recipiente , e per 
consegucqa si av& anche in questo sistema 

Juido,  I' equo.;iorie dei nzonzeriti tra le  due 

foqe  in questione. 

E' da notarsi che nel c~zso del tubo, o seci- 

piente suddetto, I' incompsessibi Li& del jìuido 

per rapyorto ai due punti estsemi ove sono 

applicate le due j b q e ,  puh parere, che produ- 

ca I'ejfkto cori?syondente u q i d o  che prodz~- 

cono le bstzcck grd nel Vette, in  quanto 

clre tcnzlti quei due esti-emi punti in cqu&bsioo 
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vi restano oncor~z ~zecessasiumerite tutti  gli 

altri .  J!h quando le $?-?e sono yih , e appli- 

ente a tut t i  i punti ,  e si volesse dalla consi- 

derqìone di dile j b q e  sole passare a quellir d i  

illfiriite f o q e  applicnte ai punti di tutto il 
j u i d o ,  e per conseperqa tener conto d i  t u t t i  

g l i  s y q i e t t i ,  che nel psimo istlznre dcl mozi- 

mento possono essere pervor3i da tutre le mo- 

lecole, che conq~ongono il sistemz , si vede 

fhciinzente tali  molecole, non gih come nel 

caso del Vette , essere obbligate a conser- 

vare fra di loro sernpre le stesse distarqe , 
m a  potere in n d l e  guise eserciital-e vuriatissi- 

7ni moti. 

Sembra ndunqz~e , che Io sviluppo del Prin- 

cipio delle Velocith Viltuali  , Uz specie nei 

Buidi ,  dipenda principalmente dall' analisi 

delle condi@oni, che osselvarzo i punti , o le  

molecole componenti il sistema, nel valla re 
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le i-esprttive loro distanze, allorqunrzdo dallo 

sturo d'equilibrio pass~zno allo stato di movi- 

mento , per causu d' u n  i~npulso qualunque, 

che gli venga impsesso . 
E' vero che sì fat ta analisi inzpcgna facil- 

mente in qualche conzplicqione di teosie; ed 

è vero che sar.c+lx aggradevole se il Principio 

delle Vclocit;z fir-tuali snssistesse per se nze- 

desimo , e non j6ssero 7zecessaiie per convali- 

dai-lo altre fondnmerztali cotzsidesir ?ioni ; 77m 

tutto ciò nonost~z7zte ynse vantaggioso il pers- 

dei-e un poco per ZLZ parte dell~z senzplicitii , 
per acqzlista r tutto dalla pa i-re dell' evidenza ; 

ed è notal~ile , che il Principio delle Velocitiì 

Virtuali , obbliga 7zdo a iid usre nella d iregolze 

delle foq,e, gli spazi comimque pescossi dai 

vari colpi, viene ad includela qualche cosa d i  

a ~ z a l o p  all' idea della composi$one del mo- 

vimenro , e perciò viene a sembrase una pro- 
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prietth indivisil?ile dull' equilihio , ma non af- 

fatto separa bile da ogni alt so I'riacipio . 
Per*cos~.endo L' Lstoria della Meccanica s'in-g 

contrano vasip~-incipj adottati con entusiasmo, 

ed accreditati da uomini celebri, ma che non 

essendo sostenuti se non dalla giusteqp dei 

i-esultati , o du di~nostragoni soggette a qualche 

duldio, si sono in seguito scoperti mancanti 

della necessasia precisione-, o deyis.~x:mente jbl? 

laci . Cosi il famoso PIZncipio dell' Azione mi- 

n ima , da cui Maupertuis dedusse le leggi delkt 
seJ2essioneY e seJi.nxione della luce, e quelle 

dell'uno dei corpi, B stato r-iconosciuto non 

abbasran~a univemale, e pseriso ; talmente 

che convenne al gmnd' Euleso riguai-darlo sot- 

to  un  altro aspetto per dedurne delle insignì 

proprietir , che hanno iiccvuto nna Ztrminosa 

esleniione ( e  per dir tutto in  breve, cornkpun- 

dente al di lui genio ) dal Sig. La  Grange , il 



quale per altro piuttosto che zm Principio me- 

r/t f is i&, vi riconosce una conseguenxa delle 

leggi della Meccanica . 
CosI il  non meno f z m ~ s o  Psincipio della 

conservazione delle forze vive, che inventato 

dnll' Huyghens , ha servito d i  base alla Idso- 

dinamica d i  Danirllo Bemoulli; è stato $UB- 

cheggiao dai i-rzqiocini di molti irzsigrzi Geo- 

nzetri, cor~zbattz~to drz altri, e jinnlmentc d'A- 

bnzl>ert ha dimostr~zto esseivi assai occasioni, 

nelle quali non poteva adoprnrsi, ed il Sìgrzor 

h Grarzge è giunio a png. 2 06. e seguenti d d -  

la sua Meccanica, a poter $ssare i csiter-i , 
per distingue~e i casi nei q z d ì  è v e ~ ~ o ,  da quelli 

nei quali è falso. 

Non sarebbe adunque mei.nviglia, che al- 

curzo mancasse di tutta la  piena $fiducia sul 

P~lticipio delle VeZocit;z Virtuali, specinl~~zen t e 

ntterzdendo ull' espressioni delle quali si sono 
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serviti intorno a si fatti  particolari, a m o  nei 
mode~nissirni tempi , dei Geometri irzsigni , e 

servir& per tutti , citare in primo luogo il Si- 
gnor d' AlenzOcrt , che lasciò scritto nel To- 

mo vrii. de' suoi Opuscoli stampato nel i 780. 

apag. 4:. On voit par les deux questions que 

nous venons de proposer datis ce yaragraphe , 
qu'il manque encore quelque chose aux Prin- 
cipes de Mechanique, & qu'il y. a des cas où 

9 .  les loix connues jusqu ic i ,  paroissent inwffi- 

santes; ed in secondo luogo il Sig. Fmny, che 
nella snu dottissima Arzhitetlum Idraulica 

Volumel. stampilto irz  Pal-igi nel i 7go.pag. 62. 

paslundo individualnzente delle Velocità Vir- 
tuali ,  scrive: I1 n'existe pas de dernonstration 

generale, 8; directe de ce Principe; mais sa 

verité ii'en est yas moins certaine , puis qu'il 
donne des resultats absolument confornies a 

tous ceux obtenus d'ailleurs . 
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Asdisco pertanto presenrase nl Pubblico la 

dimostsa~ione , che ho ritl.ovata del Principio 

deIlc Velocitii Vilsuaii , perclzè quei Gconzet~i , 
che pcr una invidiabile intellettz~ale energia, 

scnla bisogno di prova ulteriore ne fossero con- 

v in t i ,  potrunno f i w s  trovare non indegne d i  

attenxione alcurze singolaritk , che porta seco 

la condotta Arzalitica ; ed q$' altri che anzas- 

scio di vededo al coperm da ogni possibile 

attacco, spero che smiì grato di  non aver pi2i 

sil tal proposito nullu d ~ z  desiderare . 
E per veri& poichè Galileo ha inventato 

un tal Pn'72cipio ; poichè nella p i ì~  grand' Opera 

Fisico- Matcnzutica del secolo, cioè nella Mec- 

canica del Sig. Lu  G i m g e ,  è stnto suscetti- 

bile di tanta estensione, du non abbandonale 

questo sommo Geometra per tutte le ignote 

sti-ode, che ha felicemente percorse, e da com- 

prender-~ rutta la  materirz sotto l' istesse leggi, 
D 
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s e n ~ a  bisogno di sepzmre le nzeccaniche affi- 
sioni dei solidi da  quelle dei Jiuidi ; poichè$- 

nalnzeizte d i  nn I-amo tanto vasto di scibrle è 
ritrovata una cosi feconda radice, sembreriì 

psegio dell'operu Z'uvesne ricescate le più in- 
tiinseclze nppanenen~e , ponendol(r nel sl:o p i ì ~  

chiuso lume , sicclzè il Genio possrz t ~.anquillrz- 

mente occupami intomo 021' univei-sale t e o h  

dell' equilibrio, e del nzoto , senza esser distur- 

bato dal temese, che di sì maestoso ed$@ 

vnciilino in parte ijh~zdunzenti,  come ~ ' l s t o h z ,  

e lc sopraccit~lte t i t u b a n ~ e  ssi~ggesisebbeio . 
Io m i  sono servito nelle psesenti ricerche 

dellu comnposi~ionione , e decoonzposiqione delle 

j b ~ e ,  Dottiinn, sullu quale non vi è chi possa 

muover dubbio, e di cui il Signor La Grunge 

crede autore il Galileo; onde una scoperta d i  

questo gmn lume della Filosoja è servita d i  

punto d' appoggio per duse una dimostnz~ione 
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del Principio dclle T4locit;z Virtuali , pari- 
mente inverz~ione di lui ,  l<z quale se esso po- 

t è ,  per dir cost , piuttosto sentii.e, che gcne- 

i-almente dinzostsczse , non è mamviglia , con- 

siderando quanto in oggi si debba ai tanto pik 

efjcaci soccomi , che s o ~ z ~ ~ i n i s t r ~ r  l a  Geometria. 

In fatti  le diverse naniere d' impostare le 

varia@oni, o dgprenxe, ed il Calcolo dclle 

Funaìoni indetemzinute , si ved& nella seconda 

Palte come conducano u gcnerali7yu.e la que- 

stione in  guisa,che anco i fluidi ne divengano 
un caso particolare, subito che si ammetta una 

jigura nei componenti di essi; e come si possa 

pes conseguenTa prescinder-e dal considerare la  

f2uiditiì , o continila ( secondo Iu denomina- 

%ione di alcuni) o composta di esilissime mo- 

lecole; togliendo di mexao i Puradossi, che 

s'incontnzno nell'equilibsio dei fluidi,  tru'qua- 

li è noto quello di unu moltitudine d i  sj&e, 
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che sembsa starebbero in equilibrio , per quanto 

piccole sieno, in un vaso rrperto superiornzente, 

ed inclinnto all' ori?xorzte , mentre u n  fluido 

si muoverebbe al prinzo uberrare d d l '  ori%- 

librio, LZ tutti  i punti del qnczle sieno applicate 

delle foqe qualunque ; e szqq~ongusi , che roz -  

pendosi pes u n  dato inzpzdso I' epzrilìlirio, tu t t i  

i punti nel m uoversi possa no v~zr?<ise le respet- 

t ive distanze Jia lo]-o , con leggi a f f u ~ t o  ign6 
te e; k chiaro, che se il dato volume jbsse com- 

posto di tanti  solidi comunque figurati, i punti 

di ciasthedun solido nel muoversi, dovrebbero 

onservnre tra loro le stesse disrntqe; ma nella 

nostsa ipotesi si concepisce futilmente, che i 
moti di tut t i  i punti saranno così var i ,  e tanti  

dd scoraggire n prima vista chi ne intrapren- 

desse l a  considerqione . Cib nonostante si ve- 



lustsu~o pienamente arzcòln qnesro geaeral is- 

simo caso, e che mediante Z'introd:~;ione d 'al -  

cune jiriqioni arbitrasie , si sono potuti t~-uc-  

cial-e in  guisa tutti quelli injiniti movimenti, 

da verlficase in essi zma psoprierh senzprr co- 

stante, salva la loro orbitra~in vrisiabilità; 

e questo mi pmc zm scsz~lraro d i  dcttirglio, LZ 

cui non avrebbe osizto di aspiiwe ZY<rmica 

Geometria ; una pova  di qLiarzto si~z per&$- 

n ~ z t l z  Zlz nzoderrza ; ed i sul&'nzi coltivatori d i  

essa si degneranno fos~sc cii riconoscervi un  

nuovo j7 zitto delle glosiose Zero j;i.tichc . 



M E M O R I A  
SUL PRINCIPIO 

DELLE VELOCITÀ VIRTUALI 

P A R T E  P R I M A  

Dei sislemi a distnnxe invariabili . 

U N numero qualunque di punti in equilibrio agitati 

da quante si vogliano forze, e stabiliti a distanze 

invariabili fi.à loro comporrà un solido rigido, e capace 

di prendere moto per un impulso che se li dia; nia qua- 

lunque moto prenda non cangeranno le respettive distanze, 

e situazioni i suoi componenti, ed è in tali specie di sistemi 

che diinostrerò in questa primri parte verificarsi l'equazione 

dei momenti dedotta dal Principio delle Velocità Virtuali. 

g. 11. 

Sia primieramente un punto solo in equilibrio a cui 

suppongansi applicate le forze P', P", P'", ec. e sieno le linee 
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p', p", p"' ec. situate nelle direzioni delle forze medesime, 

dimodo che le variazioni, o differenze dp', dp", dp"' ec. di 

tali linee, esprimeranno i cangiamenti di luogo del respet- 

tivo punto , stimati nel senso delle direzioni delle forze ; e 

se tali variazioni , o differenze saranno infinitesime, i dif- 

ferenziali dp', dp", ec. le Velocitk Virtuali de' respettivi 

punti stimate nella direzione delle forze esprimeranno. 

Avverto una volta per sempre che in questa prima 

parte con le varie caratteristiche differenziali d,  $, 6: A 

delle quali avrò occasione di servirmi intendo d i  desi- 

gnare differenze, o variazioni tanto finite , che infinite& 

me, onde se tali caratteristiche esprimono differenze finite, 

o infinitesime risulterà dalla natura della questione, e non 

dalla usanza comune di intendere per differenze finite 

quelle segnate col A ,  e infinitesime le altre. 

Prendo tre assi normali tra loro, e di comune ori- 

gine dimaniera che x , y  , z ,  sieno le coordinate del punto 

dato parallele ai descritti tre assi ; suppongo che a', P' ,  y' 

sieno gli angoli che la linea p' fa con gli assi delle x ,y , z ; 
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che a", p", T", gli angoli, che fa con i medesimi tre assi 

la linea p"; e così a"', P"', r'" gli angoli che vi  fa la li- 

nea p"'; e nell'istessa guisa delle altre. C ì Ò  posto il Sig. 

La Grange ha dimostrato che prendendo le differenze in- 

finitcsime sarà 

dp' = cos. a' d x  + cos. P'dy  + cos. y' d z 

d p" = COS. &' d x + COS. p" dy + COS. y" d z 

dpU'= COS. a"' d x + cos. p"' dy + cos. y"'d s 

ec. e C. 

Ma se alcuno potesse dubitare che tali equazioni non 

si verificassero ancora nelle differenze finite, io lo dimo- 

stro nel modo seguente. Ponendo secondo il procedere 

del Sig. La Grange che le linee p', p" ec. terminino ad al- 

trettanti punti riguardati come fissi, e le coordinate' dei 

quali parallelamente ai tre assi sieno a', b', C'; a", b", cUec. 

è chiaro che sarà 

p'= l / ( ( x ' - a ' ) ' + ( y ' - b ' ) ~ + ( z ' - c ' ) z )  

ec. ec. 

E 
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onde prendendo le differenze infinitesime saFa 

ec. ec. 

dal che considerando essere 
/ , 

/ 2'- b' / @ x -- a 2 - C  f -- = COS. a ,  --,- = COS. P/ ,  --- = COS. y 
P' P P/ 

I /  I /  X"- a" b" 
I /  

/ / Z  -C ,/ - ,,-.- =cos. a , -- = COS. f i  , - = COS. y 
P P" P / /  

il Sig. La Grange ricava l'espressioni del Q. precedente, 

e ricava inoltre che gli angoli a', P', y'; a", P", y" e=. avran- 

no sempre la proprietà di essere 

COS. a/ = + COS. p/ = + COS. == I 

cos. a//  = + COS. p//  = + COS. = I 

ec. 

9. VI. 

Per mezzo appunto di questa proprietà si estendono 

facilmente le espressioni predette del g. IV. anco alle dif- 

ferenze finite. In fatti o finite, o infinitesime che sieno le 

differenze sqrà sempre 

A p' cos. a' = A x' A p" cos. a" = A x" 

A p' cos. P' = A y' A p" cos. p"= A y" ec. 

Ap'cos. ?'=A z np"c0s. y" = A 2" 
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e moltiplicando respettivamente quelle equazioni per 

cos. a', cm. p', cos. yO,  cos. a", coa p", cos. y", e Somfnan- 

dole a tre per tre avremo 

h p' (COS. a' + COS. p' + COS. p' ') 
= A X' COS. a' + A y' cos. p' $ LI z' COS. yO, 

A p" ( COS. a" + COS. P''' + COS. ' ) 
= A x" COS. a"+ 09'' cos. p" -/- A z" cos. 

ec. 
onde 

A p'= A x' COS. a'+ A y' COS. P' + A z' cos. ?' 

hp"= a .Y"COS. a''+ AJ" COS. p"+ A ~ " ~ 0 s .  i' 
ec. 

e siccome questo raziocinio non varia per essere I'istesse, 

o diverse le coordinate x',y', z', così resteranno estese alle 

differenze finite le espressioni del 8. IV. anco quando i 

punti componenti il sistema in equilibrio sieno non uno 

solo, ma in numero comunque indefinito . 

5. VII. 

Premesso questo, considero che acciò if proposto 

punto sia in equilibrio conviene che non si possa muovere 

in veruna delle tre direzioni degli assi sopradescritti ; 

quindi converrà che la somma dello forze nel censo di 
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ciascheduno di tali assi sia -. o. Ma la somma delle forze 

P', P", P"', ec. decomposte secondo l' asse delle x diventa 

P' cos. a'4-P" COS. a"+ P"' COS. a"'+ ec. secondo l'asse dell' y 

diventa P' cos. Pf+P" cos. p"+-€'"' cos. P"'+- ec.; e secondo 

quello delle z diventa P'cos. yl+P" cos. y"+Pf" cos. T"'+ ec. 

onde le condizioni dell' equilibrio saranno espresse dalle 

tre seguenti equazioni 

P' cos. a' + P" cos. a'' + ec. = o 

P' cos. p' + P" cos. p'' + ec. = o 

P' cos. y' t- P" cos. -+ ec. = o 

5. VIlI. 

Essendo pertanto il punto in equilibrio, e verifican- 

dosi le tre precedenti equazioni suppongasi che sia dato 

un impulso al punto in questione, per cui esso percorra nel 

senso delle x lo spazio A x', nel senso delle y lo spazio ~ y ' ,  

ed in quello delle z lo spazio AZ'. Moltiplico respettiva- 

mente per tali quantità le equazioni precedenti, e le som- 

mo insieme, ed ottengo 

O = A X' ( P' COS. a'+ P" COS. a'' + P"' cos. a"'+ e=.) 

+ Ay' ( P '  coi. p'+ P" cos. P''+ P"' cos. P"'+ ec. ) 

+ A z' ( P'cos. y'+ P" cos. y"+ P"' cos. ?"'+ ec. ) 



&./ 
Y \  37 M* 

la quale equazione disposta i n  quest'altra maniera 

o =P' ( n x' cos. a'-+- DJ'COS. p'-/- n z'cos. y ' )  

+ P'' ( & X'COS. a"-+ ay'cos. p"+ A Z' COS. 7") 

+ P'" ( A X' COS. a"'$ n y  COS. p"'+ A Z' COS. y"' ) 

+ ec. 

e ricordandosi che generahen~e hanno luogo le equazioni 

A p' = A x'cos. cz'+ A y'cos. p'+ A z'cos. y' 

A p" = A x' cos. a"+ A y' cos. P"+ A z' cos. 7" 

A p'"= A X' COS. a'/'+ A y ' cos. p"'+ A z' CoS. y"' 

ec. ec. 

avremo P ' A ~ ' +  P" np" + P"'A~"'+ ec. = o ,  che è l'istes- 

sa equazione dei nionienti dedotta dal Principio delle 

Velocità Virtuali, subito che le differenze delle ~',p",p"'ec. 

si suppongano infinitesime. 

Quì è notabile che non v i  è alcuna ragione che ob- 

blighi a supporre il moto, e le conseguenti variazioni 

A X' , A y' , A z' infinitesime, per ottenere 1' equazione 

FA p'+ P"AF"+ ec. = o, la quale adunque viene ad essere 

una proprie& inseparabile dall' equilibrio, e l' equazione 

dei momenti che esige le differenze infinitesime viene ad 

essere un caso particolare d' un' altra assai più generale, 
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che è venuta a manifestarsi nel corso della ricercata df- 
mostrazione di quella dei momenti. 

Il Sig. La Grange a pag. y. della sua Meccanica ana- 

litica nota che ,, Dans l'application de ce Principe (delle 

,, Velocità Virtuali) aux differentes Machines il ne &ut 

,, considerer que les esgaces parcourus dans le premier 

,, instant du mouvement, & qai sont proportionels aux 

,, vitesses virtuelles; autrement nn n'auioic: pas les verita- 

,, bles loix de I'equilibre. ,, Dal che potrebbe parere 

che non si dovesse ammettere altro che la equazione di8 

ferenziale dei momenti da lui ritrovata cioè P'dp'  $- 
plldpll+p '//dpllf+ ec. =o, e veramente se si parte dalla con- 

siderazione del movimento impresso al sistema, è chiaro 

che qualora questo movimento non sia infinitesimo Ie Ve- 

locità Virtuali non possono più essere proporzionali sem- 

pre agli spazi per causa dell'inegualità del moto, e perciò 

cade il principio a cui si appoggia quella equazione, la 

quale altronde ofi-e tutti i comodi, che somministra il 

calcolo delle infiniresiine differenze. 
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Ma l'altra equazione a differenze finite, che ho dimo- 

strato pariinente aver luogo cioè P'A~'-1 P"A~"+ ec. = o , 
e che per distinguerla da quella dei monienti del Sig. La 

Grange la chiamerò equazione delle forze, in questo caso 

di quante si vogliano forze applicate ad un punto si verifica 

egualmente , che quella dei momenti, e farò vedere, che 

in infiniti altri casi gode dell'istessa proprietà, e che in 

qualsivoglia sistema solido , o fluido quantunque essa non 

sia criterio indubitato dell' equilibrio, subito però che 

l'equilibrio sia dimostrato, quella equazione delle forze 

si può concepire , ed offre una proprietà dell' equilibrio, 

che non mi è noto essere stata da altri avvertita. 

6. XIT. 

Frattanto trattandosi come sopra di un punto solo 

nascono immediatamente delle conseguenze non dispre- 

gevoli da questa equazione delle forze, e ne accennerò 

una per saggio . Date quante si vogliano forze P', P", P"' ec. 

in equilibrio applicate nrll'istesso punto, se da un punto 

qualunque nello spazio infinito si conducano delle perpen- 

dicolari nelle respettive direzioni delle linee p', p" ec. le 
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quali intercettino nelle predette linee le quant i tà  ~ p ' ,  A p"ec. 

sarà sempre P'A p' + P"ap" + ec. = o ; dunque se dal dato 

punto a cui sono applicate le forze io conduco una linea 

di qualsivoglia grandezza, e direzione, e sopra essa come 

diametro costruisco una sfera, la quale con la sua superfi- 

cie intersechi tutte le dette linee p', p" ec. Qualora sia = o 

la somma dei prodotti di queste intercette moltiplicate 

per le respettive forze, sarà il punto dato in equilibrio, 

perchè per la natura della sfera le normali calate dall'altra 

estremità del diametro sulle p', p" ec. s'incontreranno con 

esse alla superficie della medesima sfera. 

Venendo adesso alla considerazione di più di un pun- 

to agitato da varie forze suppongo primieramente le forze 

P', P", PU'ec. applicate a qualsivogliano punti A ,  B ,  C ec. 

della retta A C ( Fig. I.) Con la condizione , che le dire- 

zioni loro espresse dalle linee p', p", p'", ec. eguali respet- 

tivamente ad A E ,  B F, CG, ec. sieno normali alla linea 

A C, e nell' istesso piano. Prendo nel piano delle forze, o 

sia delle linee p', p", p"'ec. due assi normali fra loro, chia- 

mando asse delle .x queIlo parallelo alla direzione delle 

forze, e l'altro asse delle y . E' chiaro che le condizioni 
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dell'equilibrio della data linea saranno espresse dalle due 

equazioni 

( I )  P r $ P " +  P'/'+ ec. = o 

(2) y' P' +y" P"+y"'P"'+ ec. = o 

intendendo secondo 1' uso accettato dal Sig. La Grange per 

y', y", yr"ec. le coordinate prese nell' asse delle y , ed ap- 

partenenti al priinr~ , secondo, terzo ec. punto della linea 

a cui sono applicate le forze. 

g. XIV. 

Suppongasi, che stand:, questa linea in equilibrio, 

attese le condizioni espresse dalle due preaccennate equa- 

zioni, l'equilibrio sia rotto per un impulso qualunque dato 

alla linea stessa parallelamente alla direzione delle forze, 

o sia all'asse delle x .  Questa linea potrà concepire un 

moto composto.di progressione parallelameiite a se stessa, 

cioè nel senso delle x ,  per il qual moto sia pervenuta in 

A', B', C', ed abbia percorso nel senso delle x ciaschedun 

corpo la quantità A x'; ed inoltre di rotazione, per cui 

percorra il prinio .corpo l'arco A' A", il secondo l'arco 

B'B1'ec. intorno al punto M qualunque, in cui stabilisco 

(giacche è arbitrario) il centro degli assi, che saranno 

F 



+i+( 42 l<+ 
MY, MX. Ciò posto sarà MAf=y', MB'=y", MC =y"', 

e nell' equazione 

( 2 )  y f  P'+ y" P"+ y'"P'"+ ec. = o 

saranno le y', y", yf" ec. proporzionali ai seni A" a , 8" 6 . 
C ' c  ec. degli archi descritti. Chiamo tali seni 6x', 6Xf ,  

6x"'ec. perchè in fatti saranno porzioni delle x ; ed essendo 

yf:y"= $2': 6%" 
yf' : y"' axf' : >x'/f 
f' : y""Z 6,x"' : a*"" 

ec. 
avremo 

ee. 

le quali saranno tanto equazioni dipendenti dall'ipotesi 

dell' invaria,bilità delle distatue , e si noti questa circosran- 

m , perchè simili equazioni di condizione ci saranno in 

seguito d' un uso importante . 



9. xv. 
Sostituisco questi valori nella equazione 

(2) y' P' + y" P" + ec. = o 

ed ottengo 
Y' - ( P ' 8 d - f -  P" $x"+ ec. ) = o 
6x' 

cioè 

(3) P'%x'+P"6x"+P"'d'x"'+ec.=e 

Moltiplico adesso 1' equazione ( I )  P'+ P"+ ec. = o per A .v', 

ed ottengo I' equazione 

(4) P ' ~ x ' $ p " ~ x ' + P " ' ~ x ' + e c .  = o 

Considero finalmente che AX'+%X' è lo spazio percorso 

nella direzione della propria forza dal primo corpo, e 

così A x'+ $x", AX'-+ 8x'"ec. sonp gli spazi analoghi de- 

scritti dal secondo, terzo ec.; chiamo tali spazi d x ' ,  dx", 

d.r"'ec. e sommando le due equazioni (3), e (4) ottengo 

P f d x ' $  P"d x"$ P"'d x"'+ ec. = o 

equazione , che facendo d x', d x'", d x"' ec. respetxivamente 

quali a dp' ,  dp",dp"'ec. giacchè in questo caso le x sono 

nella direzione stessa dellep, che rappresentano generalmen- 

te le direzioni delle forze, diventa P'dp' f P"d p"+ ec. = o 

cioè quella dei momenti dedotta dal principio delle velo- 

cità virtuali, supponendo dp', dp" ec. infinitesime. 



8. XVI. 

E' chiaro che ancor quì come nel caso di un punto 

solo non vi è condizione alcuna , che obblighi a conside- 

rare la variazione infinitesima, e che questa può essere 

quanto si voglia grande, di maniera che in questo caso 

l'equazione delle forze da me ritrovata ha luogo egual- 

mente, che l' equazione dei momenti, e sono ambedue 

egualmente criterj dell' equilibrio. 

Sieno adesso (Fig. 2.)  ai corpi B,  C, A ec. applicate 

delle forze P', P" ec. nell' istesso piano, ma le direzioni di 

esse p', p", p"' ec. sieno inclinate alla linea AC, e tra loro 

parallele come indicano le linee A E, B F, C G ec. Io ri- 

solvo ciascheduna forza in due normali fra loro una paral- 

lela alla linea dei corpi, cioè all' asse delle y , 1' altra all' as- 

se delle x ,  e la soinma delle prime componenti sarà 

P' cos. p' 3 P" COS. p" +- ec., la somma delle seconde sarà 

P' cos. a' -+ P" cos. a" + ec. ponendo per a ,  e P i valori as- 

segnati nell'articolo precedente . 



E' noto che. le condizi~ni dell' equilibrio di questi 
corpi saranno espresse dalle tre equazioni, 

( I )  y' P' cos. a'+ y" P" cos. a" +y"' P"' cos. a"' + ec.=o 

(2) P' cos. a'+ P" cos. a"+ P'" ces. a"' -/- ec. = o 

(3) P' cos. p' $ P" cos. p" + P'" cos. P'" + ec. = O 

mentre dalle forze P' cos. P', P"'cos. p"ec. non può pro- 

dursi rotazione. Per le cose notate precedentemente se 

si dia nel piano delle forze un movimento alla linea dei 

corpi, e questa si porti in A', B', C' per moto progres- 

sivo tanto nel senso delle y quanto delle x ,  ed in oltre per 

una rotazione intorno ad un qualunque punto M, che pren- 

do per centro degli assi MY, M X, si ridiica in A'", B", C'ec. 

l'equazione ( I )  in virtù di questa rotazione si potrà tras- 

formare facilmente, mentre come nel 5. XIV. sarà 

ec. 
e perc,iò avremo 

I ' 6  x' 
y =y- cc' .x 

ec. 
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onde sostituendo questi valori di y',yUec. nella equazio- 

Y' ne ( I ) ,  e dividendola per --;- diventerà 
6 x  

(4) P'cos. a' 6x'+ P" cos. a" 6X'+ PU'cos. a"' $x"'+ ec. = o 

dove 6x', J'x", 8x"' ec saranno gli spazi percorsi nel senso 

delle x per il moto di rotazione . 

5. XIX. 

Considerando poi che ogni corpo abbia progredito 

della comune quantità ~ x '  nel senso delle x ,  e della co- 

mune ~ y '  nel senso delle y , e moltiplicando per quella 

quantità l' equazione ( 2 ) ,  e per questa I' equazione (31, 
esse equazioni diventeranno 

(5) P'cos. a'Ax'+P"cos. a " ~  .v'+ P0'cos. &'"A x'+ ec. = o 

(6) P' cos. ,!T" y'+ P" cos. p" n y'+ P"' cos. P"'AY'+- ec. = o 

ma ponendo n x'+$x'=dx', AX'$ Jx"= dx", AX'$ 6x"' 

= d x"'ec. e sommando le due equazioni (4) e ( 5 )  le con- 

dizioni dell'equilibrio somministreranno queste due 

(6) P'cas. p ' ~ y ' +  PUcos. P"~y'+P"'cos. P"'A y'+ ec. =o 

(a )  P'cos. a'dx'+ P"cos. a" d a"+ Pn'cos. a"' d x"' $ ec.= Q 

g. xx. 
Conviene adesso riflettere, che nella direzione dell' 

asse delle y, oltre il moto progressivo comune a tutti i 
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corpi, ed espresso da ny', ciaschedun corpo in virtù 

del moto rotatorio avrà percorso gli spazietti A'a , B'b, 

C'c ec. che chiameremo Gy', Sy", $y"'ec. e dei qual i  

bisogna far conto, giacchè non si ponno negligere come 

nel caso precedente, in cui per ipotesi nella direzione 

delle y non vi erano forze. 

S. xxr. 
Bisogna adunque dimostrare, che dalle condizioni 

dell' equilibrio. cioè dalle equazioni ( I ) ,  (g), (3) ne nasca 

un' equazione della forma 

P'cos. /3'Syf+ P"cos. PU$y"+ P"'cos. P"'8yf"+ ec. = o 

che aggiunta all' equazioni ( 6 ) ,  (2) , somministri la totalità 

dei moti in tutti i sensi. Si avverta pertanto che 6y', J'y", 

Sy"' ec. sono i seni versi degli archi descritti dai respettivi 

corpi, e che tali seni versi si esprimeranno come segue 

y'sin. ver. m ,  y" sin. ver. m ,y"'sin. ver. m ec. 

supponendo m l' angolo di rotazione. 

Essendo per ipotesi sin. a'= cos. P', s i n  a" 2 cos. P", 
h. a"'= cos.fY"'ec. e sussistendo per f equilibrio i' equazione 

(I)  y'P1cos. af+p" P" cm. at"+;"'Pff' cos. a"'+ ec. = o 



+-( 48 143 
è chiaro che sussisterà ancora l'equazione 

yr P' sin. ccr+ y" P" sin. a"+ ec. = o 

cioè l'equazione ricercata 

3' P' COS. Pf+y" PCOS. ~"+prr'Prr'c~s.Pr''+ ec. =o 

quando gli angoli ccr, a", a"' ec. e per conseguenza P', P", P'" 
saranno respettivamente eguali tra loro. In tal caso mol- 

tiplicando per sin. ver. m ,  avremo 

y' sin. ver. m P'cos. Br+ yrr sin. ver. m Prrcos. p,?'+ 
yrrr sin. ver. m P"' cos. P"'+ ec. = o , 

e quindi per il 8 .  precedente sussisterà l'equazione 

P' cos. p' 8yr $ P" cos. prr 8y" + ec. = o 

la quale aggiunta all'equazione (6), e facendo 

ayr+ cYyr = dy' 

A y' + 89'' = dy" 

nyr $ 8y'" = dyrr' 

ec. 

otterremo 1' equazione 

(9 )  P'COS. P'dyr+ PUcos. P"dyV+ PU'cos. Pr"dy"'+ ec. = o. 

Le condizioni adunque dell' equilibrio ci hanno sorn- 

ministrato le due equazioni (7) , e (9)  ; si rifletta ora, che 

sommate insieme ( e  ragionando come al g. VI, e ricoq- 
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dandosi quanto si avvertì intorno alle caratteristiche al 

$111.) si dimostrerà facilmente essere 

COS. tz'd X' + COS. p' dy' = d p' 

COS. a"dx"+ cos. pf'dy" = d p'' 

COS. a0'd x/"+ COS. p"' d y"' = d p"' 

ec. ec. 

e perciò avremo finalmente 

P'dp' + P"dpU + P"'d p"'+ ec. = o ,  

che è l'equazione dei momenti dedotta dal Principio delle 

Velocità Virtuali , qualora le d p', d p", d p"' ec. suppon- 

gansi infinitesime. 

5. XXIV. 

Si noti che ancòra in questo caso non v i  è alcuna 

circostanza, che obblighi a prcndcrc $x' ,  d'.xr', 8x"'ec. 

ay', Sy", 6 y "' ec. d x', J .x", d x'" ec. ~y ', A x' infinitesimi, 

e che per conseguenza la nostra equazione finita delle 

forze 

P'A p'+ P"A p"+ P"'A p'"+ ec. = o 

nasce dalle condizioni dell' equi librio, ed ha luogo egual- 

mente che l'equazione dei momenti del Sig. La Granpe . 
G 



g. xxv. 

Che se suppongasi il movimento dato alla linea dei 

corpi essere non già astretto alla condizione sopra enun- 

ciata, cioè che sia diretto secondo i1 piano delle forze, ma 

sia i n  qualunque direzione, di maniera che la linea stessa 

progredisca ancòra nel senso di un terzo asse z normale 

ai due primi, ed inoltre ruotasse intorno all'asse delle x, 

è iT~anifesto che le condizioni del suo equilibrio oltre alle 

equazioni ( I ) ,  ( 2 )  , (3) sopranotate , potrebbe parere, 

che ne esigessero ancòra altre due, lo chè bisogna esa- 

minare, perchè le idee sieno più chiare ne' seguenti più 

complicati casi. In fatti nella stessa guisa che le forze 

facendo con l'asse delle x gli angoli a', a" ec. le abbiamo 

decomposte parallelamente a quest'asse nelle componenti 

P'cos.~', P"cos.al', Pr"cos. a'", ec. così facendo le forze 

stesse con l' asse delle z gli angoli y', y", yn'ec. si decom- 

porrebbero parallelamente a quest' asse nelle P' cos. y' , 
Pr'cos. lì'"cos. yr"ec. e così converrebbe alle tre equa- 

zioni sopraccennate aggiungerne una appartenente al moto 

progressivo nel senso delle z , cioè 

P' cos. y'+ P" cos. y"+ P"'cos. y"'+ ec. = o 
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e un'altra appartenente al rotatorio intorno all'asse dcl- 

le x ,  che sarebbe 

P'cos. y i'+ P" cos. y'yU+ P"' cos. y U y ' +  ec. = o ; 

ma per ipotesi le forze sono tutte parallele al piano del- 

le . x ,  y,  ed essendo applicate alla medesima linea retta, 

sono anco tutte nel medesimo piano ; dunque gli angoli 

y', y", y"'ec. sono tutti eguali a yoO, e perciò i loro co- 

seni = o,  e quindi le equazioni, che pareva doversi ag- 

giungere, svaniscono per le condizioni stesse del Proble- 

ma. Si presenta ancòra una difficoltà, considerando, che 

per il moto impresso alla linea, questa potrebbe conce- 

pire rotazioni ir?torno ad assi non passanti per l'istesso 

punto ; ma di questo si parlerà più opportunamente fra 

poco. 

9. XXVI. 

Considero inui-ii-e applicate agli stessi corpi fissi 

in linea retta le forze P', P"ec. le direzioni delle quali 

p', p"ec. sieno qiialunque. In tal caso prendo oltre i due 

assi delle x ,  e delle y ( il quale asse delle y essendo arbi- 

trario, lo prendo come sopra parallelo alla linea dei corpi) 

un terzo asse delle z ,  e riflettendo che per essere i corpi 

in linea retta parallela all'asse delle y , le forze P' cm. P', 
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P"COS. p'', ec. non possono produrre altro, che un moto 

di progressione , il moto di rotazione non potrà. aver luo- 

go ,  che in virtìi delle altre forze, ed intorno ai soli due 

assi delle x , e delle z , e l' equazioni dell' equilibrio saranno 

( I )  P' COS. a'+ P" COS. a"+ P'" cos. a"'+ ec. = o 

( 2 )  P: COS. p'+ P"COS. P"+ P'" COS. p"'+ ec. = o 

(3) l" COS. T'+ P" COS. y"f-P"' cos. y"'+ ec. = o 

(4) y'P' COS. a'+y"P"cos. a"+ y"'P"' cos. &"'+ = o 

(5) J'P' COS. ./'~-J"P"cos. '"P"' cos. y"'+ ec. = Q 

Si conccpisca dato un moto qualunque alla linea , in 

cui sono i punti agitati dalle date forze; ed in virtù di 

t a l  moto progrediscano i corpi nel senso dci tre assi delle 

quantità AX', by', AZ.', per le quali moltiplico respettiva- 

inente le prime tre equazioni, che diventano 

(6) AZ' ( P'COS. a'-1-P"COS. a"+- P"' COS. a"'+ ec. ) = o 

( 7 )  Ay" (P' cos. p'+ P" cos. /3"+PW' cos. FU'+ec.) = o 

(8) AZ' (P' cos. y'+ P" coa. y"+ P"'cos. y'"+ ec.) = o  

Di più abbiano i corpi un moto rotatorio intorno all'asse 

delle z ,  e per t a l  moto l' equazione (4) si trasforma per le 

ragioni sopracceiinate in  questa 

(y)Pf cos. cc'J'x'+ P" cos. c~"J'x''+ P"'cos. ce"'%x"'+ ec. - o; 
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e finalmente un moto rotatorio intorno all'asse delle .v, 

in virtù del quale per una eguale ragione l'equazione (5) 

diventerà 

( I o) Y'cos. y'Sz'+ P"cos. y"$z"+ P"' cos.y"'8x"'+ ec. = o 

Avanti di  proseguire giova sciorre la difficoltà ac- 

cennata in fine del S. XXV,  e che potrebbe oscurare non 

solo il presente caso particolare, ma ancòra molto più 

la generale Teoria, che siaino in seguito per dimostrare. 

Potrebbe alcurio ragionare così. Concedasi che la linea 

dei corpi prenda due moti di rotazione . uno intorno 

all' asse delle z ,  e l' altro ititorno a quello delle x ,  e che 

perciò l' equazione (4) si cangi neli' equazione (9).  in virtu 

della continua proporzione tra le quantit'u y',yT', y"'ec. 

e le irx', Sx", 8x"'ec. ; ma acciò l'equazic~ne (5) si cangi 

ncll'eq~iazionc ( I  o) , conviene che abbia luogo la contiriua 

proporzione tra 1' istesse quantità y', y", y"'ec. e le Sx', 

J'x", 8z'"ec. e che in conseguenza il moto rotatorio in- 

torno all'asse de1le.w sia tale, che il centro della rotazione 

di ciaschedun corpo sia all' istessa distanza .y', y", y"' ec. 

da ciascheduno dei corpi , a cui è il centro della rotazione 

intorno all' asse delle z ; ora questo come può combinarsi 
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colla supposizione fatta, che il moto impresso alla Iinca 

dei corpi sia qualunque, e quindi capace di farla girare 

intorno a due assi paralleli a quelli delle x ,  e delle x-, 

ma passanti per punti diversi, o sia non intersecati tra 

loro, e perciò inegualmente distanti da un istesso qualun- 

que corpo? 

La difficoltà si può sopire in vari modi, ma sempli- 

cemente mi pare, che serva il dimostrare, che in ogni 

caso l'equazione ( 5 )  si trasforma riell'altra (IO) . In fatti 

segua la rotazione intorno ad un asse parallelo a quello 

delle x ,  ma situato a diversa distanza, e perciò le distanze 

dei corpi da esso non sieno altrimenti y', y", y"'ec. ma 
I' 11' yr-rm, y * m ,  y * m  , e perciò non sieno le 62', J'z", 

8 z"' ec. proporzionali alle y', y", y"' ec. ma bensì alle y'i m ,  

y" i m ec. Ciò posto essendo per ipotesi 

JJ'P' cos. y'+ y" P'Cos. y"+y"'PU' cos. y'jr+ ec. = o 

sar'a ancòra 

(y'k m)  P' cos. y'+ (y"* m ) P" cos. yr'+ cc. = o 

mentre quest'ultima equazione posta sotto la forma 

y'Pf cos. i+ y"P" cos. y'l+ y"' P"' cos  y"'+ ec. 7 
>=o * m ( P'cos. y'+ PUcos. y"+ P"' cos. y"'+ ec. ) ,i 
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si manifesta non essere altro che la somma, o la differen- 

za della medesima equazione (s), e dell' equazione (3), 
inoltiplicata per m ; ma verificandosi tale equazione , si 

verifica ancòra I' equazione ( I  o) ; dunque l'equaziorie ( I  o) 

dipende nonostante dall' equazione (5) ,  ed avrà sempre 

luogo nell' ipotesi dell' equilibrio, quantunque sia altresì 

verissimo, che le y', y", y"' ec. non siano proporzionali 

alle az', J'z", 62"' ec. 

9. xxx. 
Riprendendo adesso il filo della dimostrazione, osser- 

vo, che nelle equazioni (6 ) ,  e (y) facendo 

AX'+ 6x' = d X' 

ax'+ 8x" = d .d' 
~y '+  J'x"'= d x"' 

ec. 

e soinmandole insieme si ottiene 

( I  I )  P'COS. as'd x'+ P"COS. as"d x"+ P"'cos. a"'dx"'+ e=. = o 

similmente nelle equazioni (8), e ( I  o) facendo 

AZ'+ $z' = d z' 

AZ'+ 6 z" = d z" 

AZ'+ 6z"'= 4 2'" 

ec. 
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e sominandole insieme abbiamo l'equazione 

( I  2) P'cos. y'dz'+ P" cos. y"dz"+ P"'cos. yn'dz"'+ ec. = o 

onde i moti nel senso degli assi delle x ,  e z sono rac- 

colti, e assegnati. 

XXXI. 

Venendo a quelli nel senso delle y ,  è chiaro, che 

oltre al moto progressivo ~ y '  considerato nell'equazione 

( 7 )  , i corpi in questa direzione potranno avere altri moti 

dependenti dalle rotazioni intorno agli assi delle . x ,  e 

delle z ,  e che tali moti saranno i seni versi degli angoli m ,  

ed n descritti con ciascheduna di tali rotazioni, come per 

una rotazione sola fu avvertito nel caso della Figura seconda. 

Ma è notabile che nella presente occorrenza, non essendo 

le direzioni delle forze, parallele nccessariainente per ipo- 

tesi ad alcuno dei tre piani degli assi, non si potrà sup- 

porre sin. a'= cos. p', sin. a"= cos. p", sin.a"'= cos. prxec. 

e perciò il raziocinio adottato allora, non è adottabile 

adesso. E quantunque tanto in quel caso come in questo 

facendo eguali tra loro, gli angoli fatti dalle forze con 

ciaschedun' asse, e perciò a'- u"= aU'ec., (3'=/3"= P"'ec. , 
T': y"- y'"ec. si potrebbe con la divisione liberare diret- 

tamente ciascheduna equazione dalle funzioni di questi 
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angoli, nondimeno credo utile il prendere un'altra strada 

per fainiliarizzarsi con queste formole, e per dedurre dal 

calcolo quale sia la necessità del parallelismo , perchè 

abbia luogo l' equazione delle forze. 

g. XXXIT. 

Per ora adunque continuo a supporre gli angoli ine- 

guali, e considero che le linee p', p", p"' ec. che espri- 

mono le direzioni delle forze, sicno proiettate nel piano 

delle x , y ,  e suppongo che tali respettive proiezioni fac- 

ciano con l'asse delle x gli angoli I-', r", rU'ec. Ciò posto 

il Signor La Grange ha riinarcato a pag. 2 I. della Mecca- 

nica, che, per esempio, pel primo corpo, supposto che 

a, e b' sieno le coordina~e dei centri delle forze ,-e che - 
1/(,~'-a')~+ @'- b')' sia la proiezione della p' sul piano 

I I , x - a  y'- b' 
delle .xl, y', sara -- = cos. r , -- , = sin. r'; rna essen- 

T n- 

do .x'-a'= p'cos. a', y'- b'=p' cos. p' avremo 
-- 

$=p' ~ C O S .  a" + COS. p' i ; ina cos. a"+ cos. a" = I - cos. y'' ; 

COS. a' dunque ~'=p'siil. y' ; e per conseguenza -- - - COS. r , , 
sin. y' 

cos. (3' / -- , - - sin. r , sicchè finalmente cos. a'= sin. y'cos.F, 
sin. y 

COS. p'= sin. 7' sin. r'. 



Ciò posto facendo l'istesso discorso per tutti i corpi 

avremo 

COS. asr = sin. 7' cos. r' COS. p' = sin. y' sin. r' 

COS. a"= sin. 7'' COS. r" COS. p" = sin. sin. r" 

COS. a'"- sin. i"' cos. r"' cos. P"', sin. y"'sin. {" 

ec. ec. 

e supponendo che le medesime linee p', p", pWec. proiet- 

tate nel piano delle x ,  z facciano con l'asse delle x gli 

angoli s', s", sn'ec. con un analoga raziocinia troveremo 

COS. =sin. F 1  cos. s' COS. y' = sin. p' sin. s' 

COS. a" = sin. P" cos. s" cos. y" = sin. p" sin. su 

cos. N"'= sin. P"' COS. s"' COS. yl"= sin. P"' sin. su' 

ec. ec. 

e supponendo che le proiezioni delle medesime linee p', 

p", p"'ec. nel piano delle y , z facciano coll'asse delle y 

gli angoli t', t", t'" ec. si otterrà 

COS. p' - sin. a' cos. t' cos. y' =sin. a' sin. t' 
/ I  - . cos. p'' = sin. a" cos. t" cos. y - sin. a" sin. t" 

/ ! I4  
COS. @"I= sin. as'lf cos. t"' COS. yl"= sin. as sin. t 

ec. ec. 



Suppongo che i seni versi descritti dai corpi per 

l'angolo di rotazione m ,  intorno all' asse delle z ,  sieno 

ay', Sy', J'y"' ec. eguali respetti vaniente a y' sin. vei. m ,  

yUsin.ver.m, ec., e che i seni vcrsi dell'angolo n di rota- 

zione intorno all'asse delle .x sieno S'y', Xy", J"y"', ec. 

eguali respettivamente a y'sin. ver. n ,  y"sin. ver. n ,  ec. ; 

e si noti che ho contrassegnato in quest'ultitni la caratte- 

ristica S con un accento, per distingiicre i inmi descritti 

per una rotazione, da quelli descritti per l'altra, di maniera 

che >yf, è divcrso da Yy', Sy'i da Yy", e così degli altri. 

Abbiamo dalle condizioni dell' equilibrio riportare 

al 8.  XXVI. l'equazioni (e ) ,  e ( 5 )  , che con le fortiiole 

del g. XXXIII. si trasformeranno in quest'altre due 

( a )  y'P'sin. y'cos. r'+y'"P"sin. cos. I."$ 
1 / /  '1' . 

y P sin. yU'cos. r'"+ ec. = o  

(h )  y'P'sin. a'sin. t'$ y" P" sin. a" sin. t"+ 

y"" P"'sin. &"'sin. tu'+ ec. = o 
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e da qualunque delle due si dedurranno i casi, nei quali 

si verifica l' equazione 

yrP' COS. /3'+yUP" cos. P"+3"'Pu' cos. P""+ ec. z o 

di cui ci serviremo per raccorre i moti occorsi secondo 

1' asse delley . 
5. XXXVI. 

Le condizioni dell' equilibrio al sopraccitato g. XXVI. 

ci soniniinistrano ancòra I' equazione (e), che per le for- 

mole del 5. XXXIII. si trasforma in questa 

(C) P'sin. y' sin. r' + P0sin. y" sin. r"+ 

P"' sin. y"' sin.-r"'+ ec. = o 

ovvero in quest' altra 

( d )  P' sin. CL' COS. t' f P" sin. u" cos. t" + 
P'" sin. a"' cos. t"' $ ec. = o 

e la combinazione dell' equazione (a )  con l' equazione (C) , 
o della (b) con la (a), servirà all'oggetto nostro perfetta- 

mente. 
9. XXXVII- 

In fatti sussistendo l' equazione (a )  snssisterà ancòra 

1' equazione 

(e) y' P'sin. y'sin. r'+yU P" sin. y" sin. r" f 

y'"Pn' sin. y"' sin. r"'+ ec. 2 o 
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qualora sia r'= t-"= r"' ec. ma sussistendo 1' equazione ( e )  , 
avremo ancòra 

(f) y'P'cos. p'+ y"PVcos. p"+ y"'P"'cos. P"'+ ec. = o, 

equazione che avremmo pariinente ottenuto, combinando 

le altre due equazioni (b) , (d), e supponendo tra loro 

eguali gli angoli t', t", t"' ec. 

5. XXXVIII. 

In qualunque pertanto dei due piani, o delle y , x ,  

o delle y , z , le proiezioni delle direzioni delle forze si 

suppongano parallele, si avrà l'equazione (f), e quel- 

la moltiplicata per sin. ver. m ,  e ricordandosi che ?y'- 

y'sin. ver. m ,  8yU=y" sin. ver. m ,  Sy"'= y"' sin. ver. m ,  ec. 

somministrerà l' equazione 

(13) P' cos. F'&y'+ PUcos. @"'"+- P"'cos. P"'J''y"'-/- ec. = o;  

ed inoltre I'istessa equazione (f) moltiplicata per sin. ver. n ,  

e sovvenendosi che $i'= y' sin ver. n ,  YyU=y"sin. ver. n ,  

Q"'- yU'sin. ver. n ec. somministrerà l' equazione 

( I  4) Y'cos. @'%i'+ Pf/cos. P"'? i"+ P1/cos. p/''Jyf//+ ec. =O.  

Sommando adunque insieme le equazioni (2) , (13), 
e (14) , e facendo 



avremo 1' equazione 

( 15) P'COS. /3'dyf+ P"COS. P"dy"+. P'"cos. Plf'dy'''+ ec. o, 
ove tutti i moti nel senso delle y sono raccolti, e som- 

mando insienie le tre equazioni ( I  I ) ,  ( I  2 ) ,  e ( I  5 )  , in 

virtù delle solite formole 

P' cos. a' d x'$ P'cos. p' dyf+ P'cos. y'd z'= d p' 

P"cos. s"d .x"+ P"COS. P'' d y"+ P"cos. d z" = d p" 

ec. 

nc risulterà finalmente l'equazione 

P' d p' + P"d p"+ P"' d p"'+ ec. 

che è quclla dei momenti , qualora le dp', dp", dyU'ec. 

si suppongano infinitesime. 

g. XL* 

Dunque data una quantità di punti, o corpi disposti 

in linea retta, a ciaschedano dei quali  sieno applicate delle 

forze coinunque, suppongasi che queste non sieno astrette 

ad altra condizione, che rr q~iella di avere parallele tra 

loro, le respettive proiezioni fatte in un piano passante per 
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la linea retta suddetta; in tal caso, se in qualunque parte 

dello spazio si concepisca una linea eguale alla proposta, 

in cui sono i punti agitati dalle fosze, e cla ciaschedun 

punto di questa nuova linea si conduca una normale sulla 

direzione della forza applicata all'snalogo punto della pro- 

posta, e che tutte le intercette da ciascheduna di  tali 

normali, moltiplicate per le respettive forze formino una 

serie di prodotti = o ,  la linea proposta sarà in equilibrio. 

8 .  XLT. 

Si vede che tanto in questo caso, quanto nel prece- 

dente acciò sussistano tutte le equazioni necessarie, non è 

dimostrato essere la condizione unica quella dell' egu& 

glianza tra gli angoli, che fanno le direzioni delle forze, 

onde questo potrebbe fare sperare, che l'equazione delle 

forze possa sussistere , . anco prescindendo da qualunque 

pai~allelis~no tra le direzioni delle forze, purchè i punti 

ai quali sono applicate sieno in linea retta. 

Per convalidare i nostri resukati ancòra con l' ispc- 

zione della figura , consideriamo adesso (Fig. g.) i corpi 

A ,  B , C, ec. sempre nell' istesso piano, ma non piu in 
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linea retta, e disposti comunque in  A,  B ,  C. Sieno essi 

agitati dalle forze P', P", P'"ec. nelle direzioni A E, BF,  

C G ec. parallele all'asse MX delle x ,  e per conseguenza 

normali ali' asse delle y . E' chiaro , che le condizioni 

dell' equilibrio saranno , come nel caso della linea retta, 

espresse dalle equazioni 

P'+ P"+ P'"+ ec. = o 

y' P' +y " P" +yf" P"' + ec. = o ; 

ma se si dia un moto a quella linea A BC ec. che tie- 

ne legati i corpi, questo potrà come sopra esser com- 

posto di progressivo, e rotatorio, e quanto al progressivo 

non vi è alcuna varietà in .esso dall'essere in linea retta, 

o non retta disposti i corpi; quanto al rotatorio poi si 

vede facilmente, che quando i corpi non sono in linea 

retta, gli spazi che ruotando descrivono nel senso delle 

forze P', P"ec. non sono gli stessi, che con la stessa ruo- 

tazione descriverebbero se fossero in linea retta ; e sicco- 

me tali spazi conviene che possano sostituirsi nella equa- 

zione 
y'P'+y"P"+ec.= o 

invece delle y', y"ec. così questo C' impegna nella neces- 

sità di conoscerne la natura, e la relazione che hanno 

tra loro. 



h tale oggetto sieno ( Fig. 4. ) i due corpi a ,  e b si- 

tuliti non in linea retta rispetto ad un punto M ,  che sia 

il centro degli assi, ed agitati da forze p', p" nelle dire- 

zioni a E, b F parallele all'asse delle x ,  e perciò normali 

a quello delle y , in cui prodotte le dette loro direzioni 

s' incontrino in A ,  e B,  di modo che sia MA = y' , 
M E  =y"; è chiaro che chiamando m', ed m" gli angoli 

, , 

Y A M a ,  BMb,sa rà  M a =  -- ,, A l b  = --- 
CGS. 171 

Y" , . Posto 
COS. m 

ciò, se il sistema, che tiene i due corpi si muove rno- 

tando intorno all' asse delle z perpendicolare al piano del- 

le x ,  y,  e passante per M, e descrive l'angolo r , i punti 

A ,  B descriveranno nel senso delle forze, o sia parallela- 

mente alle x , gli spazi A A"'= y' sin. r , B B"= y" sin. r , e 

perciò come sopra abbiamo rilevato saranno proporzionali 

d le  y ' ,  y", e taii spazi potranno sostituirsi, come sopra fu 

fatto nella equazione 

y' P'+y" P"+ ec. = o 

invece delle y', y", ed ottenersi l' equazione trasformata, 

come nei casi precedenti. Ma mentre i punti A ,  e B ande- 

ranno in A', e B', i punti a ,  e b descriveranno il medesimo 

angolo r ,  ed anderanno in a', e h'; ma nel senso delle 
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forze, lo spazio da essi percorso sar'a ben differente. In  

fatti tale spazio sarà uguale per il corpo a ,  ad a a", e per 

il corpo b sarà = bb"; ed analiticamente si vedrà, che per 

il corpo a sarà lo spazio descritto 

.Y/ --(sin. (m'+ r ) - sin. m') 
COS. rn 

e per il corpo ì, sarà 

.Y" -7(sin.(rn" + r )  - sin. m" 
COS. rn 1 

5. XLIV. 

L'espressione di questo spazio descritto nel senso 

delle forze per un corpo qualunque del sistema situato in 

modo, che la linea, che lo congiunge col centro degli assi 

faccia con l'asse delle y l'angolo n$"), e che appartenga 

alla coordinata y('), si esprimerà dunque generalmente così 
"1 
-- (sin. (m(* )  + r )  -sin. m (4 )  

cos. m ("1 

e questa formola si trasformerà facilmenre in quest'altra 

y(a) sin. r -y ("1 ( i - cos. r ) tang. m ("1 ; 

ma siccome il corrispondente punto nell'asse delle y de- 

scriverebbe con l' istessa rotazione r nel senso delle forze, 

lo spazio y ('1 sin. r ,  si vede subito, che il punto situato 

con tali condizioni fuori dell' asse, descrive uno spazio 



minore, perchè sempre sa:à I > cos. r ,  e che tali due 
. . I spazi si riducono eguali nel caso, in cui sia r -- , nel 

00 

qual caso sin. r = r ,  cos. r = I ,  ed allora per conseguenza 

si potranno trattare gli spazi descritti da questi corpi, 

come se fossero descritti dai medesimi corpi, ma situa- 

ti nell'asse delle y , ed ecco la prima causa di neces- 

sità geometrica ( la chiamo C G S ~  per distinguerla dalla 

meccanica notata dal Signor La Grange, ed accennata di  

sopra) che obbliga a considerare infinicesimu il moviinen- 

to da darsi al sistema, volendo che l'equazione dei mo- 

menti dedotta dal Principio delle Velocità Virtuali, sia 

vera generalmente in acni caso. 

g. XLV. 

E' però da notarsi, che v i  sono infiniti casi, nei quali il 

moto rotatorio può esser finito, e non esistere i corpi nella 

lima retta normale alle forze , ed essere reperibile l' equa- 

zione delle forze, e quzlia dei momenti dedotta dal Princi- 

pio delle Velocità Virtuali. In fatti date le due equazioni 

y'P'+y"P"+ ec. = o 

P'+ P"+ ec. = o 

si tratta di esaurire tutti i casi, nei quali la quantità 

("l( sin.r- ( i -  cos. r ) tang. m(") ) sostituita successivamente 
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in luogo delle y', y" ec. nella prima delle due precedenti 

equazioni produca una quantiti = o, quando sono date le 

due sopranotate equazioni. 

g. XLVI. 

Si è già rilevato, che il caso più generale, ed ovvio, 

in cui ha luogo questa sostituzione , occorre quando 
I 

r = - . Vi è inoltre i l  caso in cui l'angolo m ('l sia comune 
02 

a tutti i punti in questione, mentre allora essendo questo 

angolo, come l' angolo r , quantità costante , facendo 
(a) sin. r - ( r - cos. r ) tang. m ('l = q , e sostituendo y q 

successivamente in vece di y', y", y"' ec. nell' equazione 

y'P'+ y"Pr'+ ec. E o ,  si avrà l'istessa equazione moltipli- 

cata per q ,  e perciò sussistendo la proposta, sussisterà 

ancòra la trasformata ; ma si conosce facilmente, che quan- 

do m è costante , facendo tutte le linee, che vanno dai 

vari corpi al centro degli assi l'angolo medesimo, i corpi 

sono in linea retta; dunque si conclude, che essendo i 

corpi disposti in linea retta, quantunque non normale alle 

direzioni delle forze tra loro parallele, il moto non è ne- 

cessario, che sia infinitesimo , e l' equazione delle forze ha 

luogo egualinente che I'equazione dei momenti, la quale 
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esige i l  mgto infiiiitesirno , come ai §S. precedenti per al- 

tra strada abbiamo potuto rilevare. 

8 ,  XLVII. 

Si potrebbe ancòra considerare un'altra serie di casi , 
nei quali date le due equazioni 

y' P'+y" P"+y"' P"'+ ec.= o 

P'+P"+P"'+ ec. = o 

sostituendo per y', y", y'"ec. la quantità y ("l rnolriplica<a, 

o aggiunta ad una funzione data F, cosicchè ("1 F, espri- 

messe lo spazio descritto dai vari corpi, si ottenesse una 

trasformata = o ,  e venisse a crescere i l  numero dei casi, 

nei quali il moto da darsi al sistema non occorresse che 

fosse infinitesimo , ma potesse essere qualunque finito. 

Questa discussione piuttosto interessante l'analisi, che la 

meccanica, giova omettere adesso, e soltanto noteremo 

una forma, che potrebbe avere y("l F per ottenere tale in- 

tento. 

g. XLVIII. 

La forma più ovvia, che subito si presenta sarebbe 

quella, in cui i vari corpi descrivessero spazi espressi 

dalla funzione p y(a)t s, ponendo, come si è supposto 
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sopra, successivamente per ( a )  uno, due, tre,  accenti, se- 

condo che si riferisce al primo, secondo, terzo ec. corpo. 

In fatti eseguita la sostituzione nella equazione y'P'+ 

y"P"+ ec. - o ,  avremcì 

q ( y' P'+ y" y"' P"'+ ec. ) 2 

s ( P'+ P"+ P"'+ ec.) = o ,  

onde sussistendo le due proposte, sussiste ancòra la tras- 

formata. 
S. XLIX. 

Ritornando pertanto al primo oggetto di questa dis- 

cussione, si può coticludere , che qualora i corpi non sieno 

situati in linea retta, e per conseguenza gli spazi da essi 

percorsi per il moto impresso al sistema, non sieno- pro- 

porzionali, e non si possano sostituire alle y', y", ~" ' ec . ,  

sadi espediente il ristringere l'ipotesi di un moto qualun- 

que da imprimersi al sistema, e ridurla ad un moto qua- 

lunque, ma infinitesimo , o sia considerare il solo primo 

istante di esso moto, conforme allo spirito del metodo 

delle Velocità Virtuali ; nel qual caso, come abbiamo ve- 

duto , la sostituzione sopra notata può eseguirsi , e per 

conseguenza ricavarsi dalle condizioni dell' equilibrio l' e- 

quazione dei momenti dipendente dal Principio delle Ve- 

locità Virtuali. 



Si osservino adesso sulla medesima Fig. 4. gli spazi, 

che percorreranno gli stessi punti a ,  b , nel senso delle y , 
mentre nel senso delle x hanno percorso gli spazi aa", Pb" 

espressi analiticamente come sopra. E' chiaro che nel sen- 

so delle y , 'con la medesima rotazione r , i punti a?, e P , 
(corrispondenti ai medesimi corpi a ,  b )  nell'asse delle x ,  

descriveranno nel senso delle y gli spazi x'sin. r , x" sin. r , 
ed i punti a ,  e b descriveranno nell'istesso senso gli spazi 

x'sin. r+ x'( I - cos. r ) cotang. m' 

x'' sin.r +.nrU(  I - cos. r )  cotang. m'' 

5. LI. 

Quindi un qualunque punto corrispondente all' indi- 

ce (a), che abbiam visto nel senso delle x descriverebbe 

IO spazio 
(9 y sin. r - y(" )  ( r - cos. r )  tang. nt (.L) 9 

descriverà nel senso delle y lo spazio 

x i.) sin. r + x (")( I - cos. r ) cotang. ni (" , 
e per conseguenza il primo sarà sempre minore di quello, 

che con 1' istessa rotazione descrive il corrispondente pun- 

to dell'asse delle y , ed il secondo maggiore di quello , 
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che descrive il corrispondente punto dell'asse delle x ;  e 

tanto quello, che questo saranno proporzionali agli spazi 

descritti dai sopraddetti corrispondenti punti nel caso 

di r = 2- . e finalmente qualora sia l'angolo m = 454 cioè 
m * 

la linea dei corpi sia egualmente inclinata a ciascheduno 

degli assi, gli spazi sopra descritti diventeranno 

y ('1 sin. r - y ("1 ( i - cos. r ) 

x ("1 sin. P + x ( I - COS. r ) 

g. LII. 

Premesso tutto ciò è facile passare ad un caso più 

complicato dei precedenti, ed a tal fine suppongo, che 

a quanti si vogliano punt i  di un piano sieno applicate 

delle forze parallele al piano stesso, che per esempio, 

sia quello delle x , y . L' equazioni necessarie per l' equili- 

brio saranno primierainente le due appartenenti al moto 

di  traslazione , cioè 

(I )  P' cos. a'+ P" cos. a"+ P"' cos. a'"+ ec. = o 

(2) P' cos. p'$ P" cos. P"+ Pr"cos. P"'+ ec. = o ; 

quanto poi al moto di rotazione, esso esigerà una equa- 

zione sola , ma più composta di ciascheduna di quelle 

esaminate fin quì, ed è facile convincersi, che avrà la 

forma seguente 
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(3) P' (cos. "y- COS. ~ '~ ' )+P" (cos .  o?'y"-cos. P'x') +. 

P'" ( COS. a"'y"'+ COS. P"' x'") + ec. = o. 

Supposto il sistema in equilibrio, e che gli sia dato 

un urto per cui progredisca nel senso delle x , e delle y 

respettivamente delle quantità coinuni a tutti i punti AX', 

e ~ y ' ,  le due equazioni ( I ) ,  e ( 2 )  diventeranno al solito 

(4) AX' ( P'cos. a'+ P"cos. a"+- P'" cos. a"'+ ec. ) = o 

(5) Ay' (P' cos. p'+ P'' COS. /3"+P"' COS. p"'+ec.) = o. 

g. LIV. 

Quanto alla trasformazione dcll'equazione (3), si 0s- 

servi primieramente che essa può mettersi sorto la forma 

P' cos. a i r +  P" cos. ari"+ PU'cos. a"y"'+ ec. 

- (P' cos. p'.~'+ P'' cos. P"x"-+ P' ' cos. p"'xu'+ ec.) = o, 

ed inultrc, che dando un moto al sistema sì descriveran- 

no nel primo istante del inovimcnto per il moto rotatorio 

intorno ad un asse normale al piano proposto, ( e che sup- 

pongo, essendo arbitrario, che passi per il centro degli 

assi delle x ,  e y ) si descriveranno, dico , dai vari punti 

nelle direzioni parallele agli assi suddetti gli spazi infini- 

nitesimi Jx' , &C", Jx"' ec. Jy', J'y", J'y"' ec., e che essendo 

IC 
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infinitesimi, per quello che si è dimostrato al 5. XXX. e 

seguenti, avranno luogo le analogie 

y ' : y"'z. 8%' : x'" 
ec. 

x' : .x'' = J'y' : $9" 
*' %/'/= a9' ; Jy''/ 

ec. 
onde avremo 

y ' $2' 
y' = 

ec. 

, x' 8.y' x =- 
a ~ '  

ec. 
e sostituendo queste quantith nella equazione precedente, 

essa diventa 
i (6)  jr-~ (P'$X'COS. a'+P 8~'~cos.  a"+P"'$x'" cos. a"'+ ec.) 

2' - - , (P 'Sy 'cos .~ '+P"Gy"cos .~"+~~cos .~"'+  ec.) = o. 
SY 



g. LV. 

Si osservi che ad oggetto di dedurre da questa equa- 

zione quella dei momenti , conviene liberarla dalle quan- 
. \ y .v' 

tita- , - , che moltiplicano i due membri di essa, ed 
h' J'y' 

impediscono d' instituire, come nei casi precedenti ab- 

biamo fatto le equazioni 

dp'= cos. a' dx'+ cos .P' d y' 

dp"= cos. a" d xf'+ cos. p'' Jy" 

ec. 

g. LVI. 

Questo ostacolo si può superare direttamente consi- 
y/ x' 

derando , che le quantità, , - appellano al primo pun- 
J'x s,' 

to del sistema proposto, e che questo primo punto in 

virtù del moto di rotazione non può scostarsi dal centro 

della rotazione medesima, dal qual centro esso è distante 

della quantità ix' '-+y" la quale quantitk appunto perchè 

non può variare, deve essere per esprimere questa condi- 

zione posta eguale ad una costante; avremo adunque 

i ( xIZ 3 y'2 ) = COSt. 

onde differenziando con le caratteristiche S, sarLx'Jx'+y'J"'=o 
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Y/ e perciò -- - - 8y'- J'xrj e quindi sostituendo una di queste 

quantità per l' altra nell'equazione precedente , essa si ri- 

durrà a questa 

(2) P'Sx' cos. a'+P"~x"cos. a"+ P"'Bx"'cos. a'"+- ec. 

+ P'J'y'cos. P'+ P"GyUcos. P"+P"'Gy'"cos. P"'-/- ec. = o 

9. LVII. 

Sommando adesso le due equazioni (C)), e (5) con 

l'equazione (z), e facendo 

dx'= A x'+ 6x' 

d x"= A x' + 8%'' 

ax///= A x'.+ axn' 
ec. 

dy'= A y'+ a3)' 
dy" = ~ y '  + J'yr' 

dyrff = ~ y '  + $yff' 

ec. 

e ricordandosi, che 

dp"= COS. a" dx"+ cos. P"Jy" 
ec. 

otterremo 
P'dpr+ P d p f ' +  Pi"dp"'+ ec. I 0 

che è l'equazione dei momenti che si ricerca. 



Conviene notare che in questo caso per ottenere 

l'equazione dei momenti, oltre alla necessità di conside- 

rare la rotazione infinitesima, per causa che manca la con- 

dizione della rettilinea disposizione dei punti, o corpi, è 

comparsa ancòra un altra necessità di  fare l'istessa suppo- 
y' x' 

sizione per toglier di mezzo le due quantità -, , , ,  lo 
Jx 8y 

che abbiamo ottenuto differenziando 2/ (x'"+y") a diffe- 

renze infinitesime; onde Sx', J'y' ec. è stato tacitamente 

per la natura della questione necessario considerarle infini- 

tesiine, perchè la quantità suddetta, se non si fossero prese 

le differenze infinitesime , -non avrebbe somministrato 
x' y' ---- 7 

6x' -' aY' Ed ecco adunque due cause procedenti non 

da affezioni meccaniche, ma soltanto geometriche ( e le 

chiamo così, coinecchè originate da una situazione, o fi- 

gura del sistema) delle quali non trovo alcuno, che fino 

ad ora abbia fatto menzione, e che obbligano generalmen- 

te parlando a considerare una rotazione infinitesitna, vo- 

lendo che si verifichi sempre l'equazione dei momenti, 

in conseguenza dell' equilibrio. 



5. LIX. 

E' tuttavia da considerarsi, che questi due casi rien- 

trano molte volte uno nell'altro; perchè quando i punti 

non sono in linea retta, la rotazione dee essere infini- 

tesima, e allora per la natura della questione si ha senza 

altra considerazione l'obbligo di prendere 6x1, Sy' infini- 

tesirne , nel differenziare la quantità costante d(x"+y"), 
Y x' e si ottiene dunque direttamente 1' equazione - - - - 
6x'- 

Dal differenziare a differenze infinitesime la qpaddi 

i ( ~ ~ ~ 3 - y ~ ~ )  

che abbiamo supposta per la natura della questione eguale- 

ad una costante, si è potuta ricavar e 1' equazione 

X /  &xlf ylrJyl = O ,  

la quale fissando la ragione fra i differenziali delle coordi- 

nate prodotti dalla rotazione , interesserà moltissimo le 

cose da dimostrarsi nella seconda parte. Giova pertanto 

illustrare, e confermare questa ragione tra i detti diffe- 

renziali , lo che si otterrà con la contemplazione della 

Figura quinta. 



8. LXT. 

Dati i due assi delle x ,  y , cioè MX, MY intorno a1 

centro M, dei quali il corpo corrispondente alle coor- 

dinate M E =  .x', M D  =y' si supponga descrivere un arco 

di ccrchio nel piano dei due assi , ed abbia descritto 

l'arco Ab B. E'chiaro che CB, CA saranno gli spazi, 

che con tale rotazione avr i  percorso il corpo nel senso 

delle .x, ed in quello delle y ; ed è altresì evidente, che 

se lo spazio C B  sarà stato in aumento della coordinata x, 

lo spazio CA sarà in decremento della respettiva coordi- 

nata y ,  e viceversa; di maniera che paragonando tra loro 

le variazioni di tali coordinate secondo che quelle si sup- 

porranno positive, o negative, converrà al contrario as- 

sumere queste negative., o positive; tanto sia detto rispet- 

t o  alla qualità dei segni appartenenti alle due variazioni, 

o differenziali . 
5 .  LXII. 

Inoltre è chiaro, che se l'arco A b B sia finito , Ie 
quattro linee ME, M D,  A C, CB non possono mai essere 

tra loro proporzionali ; al: contrario se l'arco descritto dal 

corpo sia infinitesimo come AG, di maniera che si con- 

fonda con la tangente A F normale al raggio A M, gli spazi 
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percorsi nel senso delle coordinate saranno parimente in- 

finitesimi , ed avremo bc = $x', C A= - ay', supponendo 

tali variazioni infinitesime. Ma esserido in tal caso simili 

tra loro i due triangoli M A D, b C A ,  avremo MD : D A 

= c b : c A ,  cioèy':x'=ax':-Sy', e quindi l'equazione 

x'8xf+y'Sy'= o , che abbiamo allora dedotta dalla consi- 

derazioiie della costante distanza del corpo rotante dal 

centro della rotazione, e dalla quale nasce l' equazione 
I X L--- 

dly' ' di cui abbiamo veduto essere uopo, per con- 
bx' - 
dursi dalla ipotesi, e dalle equazioni dell' equilibrio, a: 

quella dei momenti . 

Da questo caso assai generale deduciamone uno dei 

particolari esaminati sopra, e riduciamo le equazioni ( I ) ,  

(2), (3) a rappresentare i punti, o corpi disposti in linea 

retta ; è facile il vedere, che se questa retta in cui si sup- 

pongono i corpi faccia con l'asse delle y l'angolo m,  e 

supponendo che a', a", 4"ec. sieno gli angoli che fanno 

le direzioni delle forze con la linea dei corpi , sarà 

p' =m+a'  a' = y o'- m - a' 
/ I  p" =m+aU a"= 90'-m - a 

/ / I -  /l/ 

p'''= 4- a"' - p 0 - m - a  



COS. p' = COS. m cos. a'- sin. m sin. a' 

cos. P"= cos. m cos. a"- sin. m sin. a" 

ec. 

COS. al= COS. (p0- m ) COS. a'+ sin. (90"- m ) sin. a' 

COS. a"= COS. (90'- m) COS. d'+sin. (90"- m ) sin. a" 

ec. 

cioè 

cos. &'=sin. m cos.a'+ cos. m sin. a' 

cos. a"= sin. m cos. a"+ cos. m sin. a" 

ec. 

g. LXIV. 

Trasformeremo adunque in questa ipotesi l'equazio- 

ne (3), ( giacchè delle altre due, cioè delle ( I )  e (2) non 

occorre far parola, perchè si referiscono soltanto ai moti 

progressivi) e diventerk 

$ P'y' (sin. m cos. a'+ cos. m sin. a') 

+ P'>'' ( sin. m cos. a"+ cos. m sin. a") 

$ ec. 

-P'x'(cos. m cos. a'- sin. m sin a') 

- P"x" ( cos. m cos. a"- sin. m sin. a") 

- ec. = o, 

L 
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e qualora suppongasi m = 4s0, cioè Ia linea dei corpi eguaL 

mente inclinata ad ambedue gli assi, 1' equazione stessa 

diventa 

+ F'y' (cos. a'+ sin a') 

+ P"y" ( cos. a"+ sin. a") 

+ ec. 

- P'x' ( cos. a'- sin. a') 

- P" x" ( cos. a"- sin. a") 

- ec. = o. 

S. LXV. 

In questo stato di cose dando una rotazione finita 

alla linea dei corpi nel piano delle .K, y , si è notato sopra . 
che sussisterà la sostituzione delle J'y', 8y"ec. in luogo 

x', x''ec. e delle 6x', J'x" ec. in luogo delle y',yW ec., per- 

chè i corpi sono disposti in linea retta, e dunque 1' equa- 

zione precedente diventerà 
Y' - (8xt(cos. a'+ sin. a') + Gx"(cos. o"+ sin. a") + ec. ) 
d'x' 
x' 

-7(J'9'(cos.a'-sin. a')+ Sy"(cos.a"- sin. a') + ec. ) =o ; 
$9 

ma si è veduto che in questa ipotesi abbiamo 

J'x'=y'(sin. r - I + c0s.t.) =y' (sin. r - sin. ver. r ) 

>y'=x'(sin.r+ I -cos.r)=x'(sin.r+sin. ver.r) 

dunque l'equazione si trasformerà finalmente in questa 



I - (~x'(~~s.a'+sin.a')+~~'~(~~~.~~~+~in.~+ ec. sin. r - sin. v. r 

- I - ($'(cos.u'-sin.a')+J'y''(~os.a"-sin.$)+ ec.) 
sin.r+ sin.v. r 

g. LXVI. 

Quindi volendo passare a ridurre i inoti secondo gli 

assi, a quelli dp", dp" ec. nelle direzioni delle forze , e li- 

berare ambedue i membri di questa equazione dai fattori 
I I 

9 -  sin. r + sin. ver. r sin. r - sin. ver. r 

si manifesta ciò aver luogo, quando questi si riducono 

eguali tra loro, cioè quando sin. ver. r è infinitesimo rispetto 
I a sin. r ,  lo che accade quando r = --, nel qual caso il se- 

no verso è un infinitcsirno del secondo ordine. 

8. LXVII. 

Che se si credesse che la riduzione nelle direzioni 

delle forze , attesa la semplice forma della equazione 

trasformata, si potesse ottenere ancòra senza liberarla dai 

due fattori, si potrà esaurire il tentativo, e ridurlo alla 

discussione seguente. Date le equazioni 

m' +n' =p' 

m'' + n" = P" 
m"/+ n/'/= 
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f m f  + g n f  =q' p' 

f m" + pn" q" p" 
f gn'f)= ql'/p'fl 

ec.  

trovare i casi nei quali sia q'= q"= q ec. ; mentre allora 

sussistendo 1' equazicne 

f ( m'+ m"+ mo'+ ec. 

+ g ( n'+ n" + n"' + ec. 

sussisterebbe ancòitl p'+p"+pU'+ ec. = o 

$i. LXVIII. 

A tale oggetto si osservi che sarà 

f m'' + g n" fm" -l- g. n" 
-. 

$'= -7- - 
p-- 

m'' + n" 
ec. 

e nel supposto di q'= q avremo 

( f m'+ g n' ) ( m"+ n") = (fm"+ gn" ) (mf+ n') 

cioè 
f m' m " ~  1 g n' m"+fm' n"+ g n' n"= 

f m" m'+g n" m'+ f m" n'+ g n" n' 

ovvero g nfm"+- f m'n8'= g n"rn'+ f m"n", e quindi (g-f) m"n' 

= ( g - f )  m'n", e finalmente m"nJ= m'n"; dal che già 
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si vede che la proposta eguaglianza tra le quantità qr,q", 

qf''ec. non dipende dalla natura dei coefficienti f ,  e g, 

ma dalle quantità m', m", n', n" ec., che debbono essere 

proporzionali. 

g. LXIX. 

Se adesso si osservi che nel caso nostro abbiamo 

m' = cos. a'+ sin. a', n' = COS. a'- sin. a' 
' I  I /  I' m"= cos. a"+ sin. a", n = cos. a -sin. a 

onde 

d'n'= ( cos. a"+ sin. a") (cos. a'- sin. a') 

m'n"= ( COS. a'+ sin. a') ( cos. a"-sin. a") 

e quindi 

sin. a" cos. a'- cos. a" sin, a' = sin. a' cos. a"- cos. a'sin. a", 

cioè sin. ( a"- a')  =sin. ( a'- a") ,  .ed a"= a'; per conse- 

guenza sì viene a confermare, che volendo dispensarsi 

dal liberare l'equazione dai sopra descritti fattori, è ne- 

cessario il parallelismo tra le direzioni delle forze, almeno 

rispetto ad un piano passante per la linea dei corpi. 

8. LXX. 

Dallo sviluppo adunque di questo caso si viene a di- 

mostrare per altra strada ciò, che sopra si è presentato, 
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e che poteva restare ancòra meriavale d' illustrazione, 

cioè il seguente nuovo, e generale Teorema . L' equazione 

delie forze avrà luogo eguulrnenre che quella dei momenti, 

quando i corpi saranno stabiliti in linea retta, ed inoltre le 

forze conzunpe applicatevi, se non avranno le direzioni 

parallele tra loro, le avranno almeno tali ,  che sieno paral- 

lele le proiezioni d i  esse, firce in un piano pcissmte per la 

linea dei corpi. 

g. LXXI. 

Consideranda adesso con tmdt la possibile gege raiità. 

un sistema a distanze invariabili e a quanti si vaglinno punti 

del quale sieno applicate forze qualunque P', P",-P"' cc, 

con le direzioni p', p", p"' ec. , è chiaro che supposti i 

soliti tre assi delle x ,  y , z con i quali respettivamente le 

f ? r z ~  facciano gli angoli a', o", a"' ec. , P', P", P"' ec., 

y', y", y"' ec., le equazioni necessarie per l' equilibrio di 

questo corpo saranno 

( I )  P' cos. ar'f P" cos. aU+P"' COS. a'"+ èc. 2 0 

(a) P' cos. p'+ P" cos. P"+ P"' cos. P'"+ ec. = o 

(3) P' cos. y'+ P" cos. y"+ P"'cos. y'"+ ec. = o 

(4) P' (cos. sai'-COS. pl() + P" ( GOS. a ' y -  cos.p"x") 
I O  I / /  + P'"(cos. tx y - GOS. P"/XI") + ec. = o 
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(5) P' ( COS. a'd- COS. y'x' ) +- P" (COS. aflz"- COS. 3/".x'1) 

/ l /  / / /  /// 111 +P'/' (COC. a z - COS. ) + ec. = o 

(6) Pr(cos. S'zl- cos. yi') P" ( cos. @"'"- cos. r'jl") 
111 111 111 111 +P'/'(cos./~ z -COS.Y y )+ec.==o. 

5. LXXII. 

Moltiplico le prime tre per Ax', ~ y ' ,  AZ', che sieno 

gli spazi, che progressivamente nel senso dei tre assi 

hanno percorso tutti i corpi, o punti del sistema per i1 

moto impressoli per ipotesi, ed ottengo 

(2) (P' cos. a'+ P" cos. a"+ P"' cos. a"'+ ec.) AX'= o 

(8) (P' cos. P'+ P" cos. P"+ P1/'cos. P"'+ ec. ) ~ y ' =  o 

@) (P' COS. y'+ P" cos. i'+ P'" cos. T"'+ ec. ) AZ'= o 

g. LXXIII. 

Quanto poi alle altre tre appartenenti al moto di rota- 

zione (che per le cose sopra notate non potrà essere che infi- 

nitesiino) io osservo che 1' equazione (4) si cangia in questa 

Y/ 
( I  O) 7 (P~COS.~'~.)~~+P/ICOS.D~~~X'~+P~~~COS.R!~~~SX~~'+ ec.) 

dx 
x' - -;(P'cos./3'8y'+P"cos. P"+"+ P"'cos./3"'J'$"'+ec.)= o 
& 

mentre appartenendo al moto rotatorio intorno all' asse 

delle z ,  intorno al quale per il moto impresso al sistema 
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i corpi avranno percorso gli spazietti J'x', %x", Jx"' ec. 

J j ' ,  6y", JjU'ec., si potrà sostituire per le cose notate pre- 

cedentemente, in vece di x', x", xr"ec., y', y", y"' ec., le 

&I iespettive quantità proporzionali, e si troverà x'= x -7, 
89 

8xrf' =y- 
6x' ec. 

In sitnil guisa si trasformerà l'equazione (5) , che 

appartiene al moto di rotazione intorno all' asse delle y , 
intorno al quale, per il moto impresso al sistema, i corpi 

descriveranno gli spazietti Y x', S'x" ,  Yx"' ec., %zf, ù'z", 

62"' ec.; ma quì si avverta, che gli spazietti descritti nel 

senso delle x per questa rotazione, possono ( essendo qua- 

lunque per ipotesi il moto impresso ) esser diversi da 

quelli descritti per la rotazione intorno al]' asse delle z , e 

perciò ho in quelli posto la semplice caratteristica 6, là 

dove in questi descritti per la rotazione intorno all'asse 

delle y ho accentato la caratteristica, e così J'x', %x" ec., 

Yx' ,  8'x"ec. si riconoscono per differenti tra loro, come 

fu fatto sopra in simile occorrenza. 



5. LXXV. 

E' necessario ancòra rilevare, che per la rotazione 

intorno ad uno degli assi, e per esempio a quello delle z ,  

si poteva supporre (come si è fatto nel trasformare l'equa- 

zione (4) nella (IO), che gli spazieeti $,x', $x", J'xn'ec., 

ay', &", Jy"' ec. fossero proporzionali alle y', y", y"'ec. , 
x', x", x"'ec, potendosi far passare ovunque il centro dei 

tre assi; ma per trasformare l'equazione (5) la supposi- 

zione di simile prop.orzionalità non pub generalmente as- 

sumersi, mentre, essendo arbitrario il moto dato al siste- 

ma, la rotazione intorno ad un asse parallelo alle y avrà 

luogo, ma non è obbligo che tal asse intersechi quello 

delle z, cioè che passi per il punto che si è scelto per 

centro degli assi, nel contemplare la rotazione intorno 

all' asse delle z .  Potranno adunque le J"x', J'x", 6X"' ec., 

Jz', Jz", 6z " ec. essere proporzionali non già alle z', z", 

z"' ec , x', x", x"' ec., ma bensì ad altre linee qualunque 

della forma 2'2 m, z"* m ,  z"'i m ec., x'+ n, x"* n, x'"* n ec., 

e non per questo sarà impedita la trasformazione della 

equazione ( 5 ) ,  come facilmente si manifesterà seguendo 

le vedute esposte precedentemente in occasione analoga 

a questa . 
M 



g. LXXVI. 

In fatti essendo proporzioilali le quantità sopraccenna- 

te rispetto alle J'x', B'x", d'x"'ec. $zr ,  Jz", 62"' ec.,  sarà 

ec. 
e similmente. 

6 z'. 
(x' * n )  = ( x ' l n )  - 

d\zr 

ec. 

ec. 

ec. 



Quindi l'equazione ( 5 )  si trasformerà in questa 
z'-+ m -- (P'cos.a'6'x'+P"cos.a''d"~'~+P'''c~s.a'" L"'+ ec .) 

YX'  
x'rt n - --(P'cos. y'J'z'+P"cos. y"6z"t P"'cos. y'"8z"'+ec.) 
62' 
F m ( P' COS. a'+ P'' cos. a"+ P"' cos. a"'+ ec . )  

+- n (P' cos. y'f P" cos. y"+ P"'cos. y"' + ec. = o,  

ma i termini moltiplicati per tn sono quclli dell'equa- 

zione ( I )  che per ipotesi si è veduto cssere = o, e i ter- 

mini moltiplicati per n sono pariinenre = o ,  perchè son 

quelli dell'equazione (3); dunqve l'equazione (5) per quelle 

sostituzioni si trasformuti effetti~ainente in questa 
zf-lm 1 1 1  

(I  I)  -,(P1cos.a 6 x +P"cos. a"d'x1'+ P"'cos.a"'~'~~'~-+ec.) 
a l x  

Parimente l' equazione (6) appcirtcnente alla rotazione 

intorno all'asse delle .x si trasfi~rinei.à , considerando che 

I' infinitesima rotazione che nascerà intorno a quest' asse 

in virtù del moto impresso al sistema, fica percorrere ai 

corpi gli spazi 6' zf , 6' z", 8' z'" ec., $“.y', a'y", %'y"'ec., 
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( avvertendo che ancor quì le caratteristiche 6 son vir- 

golate per distinguere tali spazietti da quelli descritti nel 

senso delle z ,  e delle y , in virtù delle altre due soprade- 

scritte rotazioni ) e che quando questi spazietti non sieno 

proporzionali alle respettive coordinate y' , y" , y"' ec. z', 

Z" , z'"ec. , ma sieno proporzionali alle quantità y' * q ,  
/ I  I /  1'1 y 1 q , y"'* q ec. , z'* r , z i r , z i r ec. , la trasformazione 

riescirà con eguale felicità. 

$. LXXIX* 

i n  effetto per tale proporzionali& facilmente si tro- 

verà, che avremo 
8' 2' Y' " q =  (J! '$ q )  -- 
82' 
&'z" 

y" * q = ( y f * q )  g ;  
8'~'~' y''i'4 = (y" q) - 
6'2' 

ec. 
%l y' 

z1 * r = ( z ' * r )  - 
J'Y 
8'y " 

z" * r = ( z f * r )  - 
8'3' 



e perciò 
'Yy' 

2' = ( z ' i  r )  ------T t' 
S'y' 
d"y" z" = ( z ' * r )  - T ~  
J'Y 
YY"' z//'= (z'? r )  7 qzr 
J'Y 

ec. 
8' z' 

y' = ( J ' * ~ )  -- JVzt + q  

8' 2'' y" =: (y' ' q ) - XZ/ F q  

111 8 2''' y =(ytZkq) -- #;'q 

ec. 

onde 1' equazione (6) d' iventa 

T r ( P' cos. p'+ P"COS. p"+ P"' C O S .  p"'+ ec. ) 

-+ q ( P' cos. y'+ P" cos. ?"i- P"'cos. y"'+ ec. ) = o , 
ma i termini che in questa trasformata equazione si trovano 

moltiplicati per q costituiscono 1' equazione (3), e quelli che 

si trovano moltiplicati per r , costituiscono l'equazione (2), 

onde sono separatamente per se medesimi = o; dunque 

P equazione (6) viene a ridursi alla seguente 



0. LXXX. 

Si avverta adesso, che per quanto si è precedente- 

mente dimostrato, inerendo alla supposizione del moto 

rotatorio infinitamente piccolo, ed alla necessità dell' esser 

sempre d i  senso contrario le quantità 

$>l, 6' z' 

8' x' , 6 z' 

6  x f ,  $Y' 
ovvero a quanto nasce dalla supposizione delle invariabili 

distanzc del respettivo centro d i  rotazione, avremo 

x' Sx'+y' 8y' = o 

( z ' k m )  $.z '$(x ' *n)  $ 'x '=o  

( z k  r )  % ' z / + ( y ' q )  s'i'=o 

e ne seguirà per conseguenza, che sarà sempre nell'equa- 

x' zione ( IO)  . . . . . .  L= - 
$ x' By ' 

z'+ m / 

X -t t1 nella ( I  I )  . . . . . .  -=--, 
8' x' $. z' 

z/* r - .Y" 4 .  . . . .  e nella (12). -v-- 

d"yl 6' z' 



onde sostituendo le prime quantità. alle seconde in  t i i t -  

,. . te tre le dette equazioni, e respetti van l r t? tc  < ; i \  i : i~ :~ ! . . i~  ,!C 

Y ' 2*m z + t  
per le medesime quantità - , -- -- , a i  i'iiiio 

3x 3 x' ' o ' y  

le medesime ridctte alle tre seguenti 

( I 3) P'COS. a'Sxf+ P"COS. a"6xf'+P"'cos. a"'&"'+ ec. 

$ P'COS. P'S''+ P"COS. fi"J""+- P"'cos. p"'$j"'i ec. =o 

( I  4) P' COS. a'S'x'+ P"cc,s. a"$'x''+ P1''cos a"'$>"'-/- ec. 

+P'cos. Y ' d P ~ ' - :  P"COS. y"8~"+ P"'cos, y"'8z'''+ ec. =O 

( I  5) P'cos. ,Q'S y'f Pf'cos. p"8yr'-+ P"'cos. p"'$ i"'+ ec. 

+ P'c~s.~'S'z'+P"cos. y"d'z"+P"'cos. y"'Sfz"'+ ec. = o 

Sominando adesso insieme queste tre. equnzioni , ne 

avremo una , che conterrà le condizioni delle occorse 

variazioni nel senso dei tre assi, per i l  moto rotatorio in- 

torno a ciaschcduno di essi, e sarà la seguente 

( I  6) P'ciis. a' 6.~'+ Yx') + P" cos. 3' ( z.y"+ $'x" > + 
P"' cos. a"' ( hx"'+ J'x"' ) + ec. 

+ P'cos. p' ( JyCy'+ 63') + Pf'cos. p" ($y"+ Si") -+ 
P'" COS. p"' ( Eyl"+ J"y"') + ec. 

+ P' cos y' ( Sz' $- 8'2' ) f P" cos. ( &"+ 8"'z" ) + 
P"' COS. y'" ( Sz"'+ d 'z"' 1 -+ ec, = o. 



Sommo con questa equazione le tre equazioni (T), 

(8), (9) .  ed ottengo finalmente 

( I  2) P'cos. a' (A.v'+ J'x'+~'x') +P"cos. x"(Ax'+ &v"+ Yx") 
+ P"' COS. a"' (A,Y'+ Sx'"+ Sx"' ) + ec. 

+ P'cos. p'(ny'+ +'+ 8''') + P"COS. p" (AY'+ v'+ Q") 

+ PU'cos. P"' ( ~ y ' f  J"y"'+ Q"') + ec. 

+ P'cos. y' (AZ'+ h'+ Yz') + P"COS. (AZ'+ 8~"+ &'') 
$ P"' COS. 7"' (AZ'+ >z"'+ Yz"')  ec. = 0 ,  

la quale supponendo che la totalità dei moti secondo il 

senso dei tre assi sia dx', dx", dxU'ec., dy: dy", dyU'ec., 

dz', dz", dzl", ec., e facendo perciò 

AX'$ %x'+ X' = dx' 

AX' + &C"+ Yx" = d x" 

AX' $C?x'q- S'x'" = d x"' 

ec. 

AY'+ d\yl+ Q' = d y' 

~ y ' +  >y "+ 6y" = d y" 

Ay'+ djl"'+ 8'y "' = dy ' 'l 

ec. 

AZ'+ %z'+ Yz' i d Z' 

AZ'+ %z"+ 8'2'' = d 2'' 

AZ'+ 6z"'+ S'z"' = d z"' 

ec. 
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avremo 

P' ( COS. a~'dx'+ COS. P'dy'+ COS. ~ ' J z '  ) 

+ Y"(cos. a"dx"+ cos. p"dy"+ cos. T" dz") 

+ P"' ( cos. aU'dx"'+ cos. P"'dy "'+ cos. y"'dz"' ) 

$ ec. = o, 
cioè essendo al solito 

COS. a'd.uf+ cos. P'dyf-/- cos. ~ ' d z '  = d p' 

COS. m"dxff+ COS. P"dy"+ cos. yl'dz" - dp" 

COS. a'"dx'"+ cos. P"'dy'"+cos. y"' JzU"= dp"'. 

ec. 

sarà 

P'd p'-+ P"d p"+ P"'d p"'+ ec. = o, 

che è l'equazione dei momenti dedotta dal Principio delle 

Velocità Virswli . 

Si pub dunque condudere, che in  ogni sisten~a , in 

cui 1' equilibrio dipenda dalle equazioni ( I ) ,  (2), (3), (+), 

(j), (6) del g. LXXI, la proprieh della somtna dei nio- 

menti - o, o sia l'equazione P'd p'+ P1'dp"+ ec. = o è una 

proprietà necessaria, e indivisibile dall'equilibrio . E' no- 

tabile che il movimento, che si dà al sistema per ottenere 

l'equazione suddetta , in molti casi , coine abbiam dimo- 

N 
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strato, può essere finito, ed allora essa diventa l7equazio- 

ne delle forze ; ma generalmente parlando , bisogna che sia 

infinitesimo. E'vero altresì, che la maniera per In quale 

abbiam dimostrato l' equazione delle forze, e quella dei 

momenti, ci ha fatto vedere, che la necessità di supporre 

infinitesima la variazione di posto nel sistema, oltre al 

dipendere dalla natura delle Velocità Virtuali, che non si 

contemplano nell'equazione delle forze, nasce da due ac- 

cidentalità, che ho chiamato Geometriche , comechè di- 

pendenti da figura, o situaziorie, e che tali due acciden- 

talità appartengmo soltanto al moto rotatorio, che posson 

prendere i corpi, o punti costituenti il sistema, i n  virtù 

del moto impressoli; e per conseguenza, qualora il moto 

impresso al sistema non sia che moto progressivo, l' equa- 

zione delle forze si verificherà generalmente finito, o in- 

finitesiino che sia. il movimento. Se dunque sia dato un 

corpo di qualunque figura, a quanti si vogliano punti del 

quale sieno applicate delle forze qualunque, e per un pun- 

to  preso s volontà nello spazio, conducansi tre assi nor- 

mali ; si concepisca il medesimo corpo situato in una po- 

sizione comunque distante dalla prima, ma tale, che cia- 

scheduno dei punti ai quali sono applicate le forze, siasi 

egualinente scostato dalla prima sua situazione, e per esem- 
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pio della quantità Ax nel senso delIe x ,  ddla quantità Ay 

nel senso delle y ,  e della AZ nel senso delle z .  Ciò posto 

le normali , che dai punti in questione nuovamente situati 

si caleranno sopra le direzioni delle respettive forze ap: 

plicateli nella pritniera posizione , intercetteranno delle 

porzioni delle dette direzioni; e queste porzionì saranno 

tali , che se le forze erano in equilibrio , moltiplicate re- 

spettivainente per le forze medesime, costituiranno una 

serie di prodotti = o ; proprietà dcll'equilibrio assai sìrigo- 

lare, che non resta alterata per una infinitesima rotazione, 

se si disprezzano le infinitesime Sx', Jy', Sz'ec. rispetto alle 

Resta. pgrtanto dimostrato, che qualunque volta nei 

corpi rigidi, o sia nei sistemi a distanze invariabili vi sarà 

l'equilibrio tra quantunque forze applicatevi, l' cquazione 

dei inoincnti avrà luogo necessariamente; ed è da riinar- 

carsi , che 1' equazione dei momenti non si verifica sepa- 

ratamente nel senso di ciascheduno dei tre assi, perchè 

le equazioni (13))  ( I  4), e (15) non possofio separarsi in 

guisa da mettere separatamente = o ,  i termini affetti delle 

variazioni 8y1+ ?y', Q"+ $y" ec. , h'-/- Yx', 8x"+ Yx" ec., 

8z1+ Yz', h"-/- Yz" ec. 



g. LXXXV. 

Si osservi ali' incontro, che per quanto I' equazione 

dei momenti non si verifichi in tutre tre le direzioni dei 

tre assi separatamente presi , si verifica peraltro rispetto 

a tutti tre i piani intercetti dai tre assi medesimi. In far- 

ti  le forze parallele al piano delle x, y sono P' cos. a' , 
P" cos. a"ec., P' cos p', P"cos. p"ec., e gli spazi in virtd 

dell'urto dato al sistema , descritti par~llelaii~ente a questo 

piano, possono essere A.Y'+ W, nx'f ax", DX:  + h"' ec. , 
Ay'+ ay', A ~ '  + +", cyf ,- 8y'" ec. ; e si avverta , che io 

non metto tra questi n& S'x', S'x"ec., nè d"y', 8'y" ec., 

perchè questi sono spazi paralleli è vero agli assi delle x ,  

e delle y ,  ma descritti in virtù del moto che si suppone 

aver avuto il sistema intorno agli assi delle y , e delle .x , 
come risulta dali' osservare le equazioni ( I  4), e ( I  5) , e 

perciò non già paralleli, ma normali al piano in questio- 

ne delle .v, y. Ciò posto, sommando cori l' equazione (13) 

le equazioni ( a ) ,  e (8), avremo l'equazione 

( I  8) P'cos. a' (AX'S 8x') f- P"cos. z" (nxf+ W) 

+- P1"cos. a"' ( AX'+ SX"' ) + ec. 

$ Y'cos. p'( ~ y ' +  ?yf ) + PUcos. p'' ( Ayf+ 8y" ) 

+ Pf''cos. p"' ( AY'+ J'y'") + ec. = o., 
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che durique sarà la somnia delle forze prallele al pia110 

delle x ,  y inoltiplicate respettivamente per gli spazi de- 

scritti parallelamente al piano istesso dai vari punti del 

sistema, per il moto impressoli per ipotesi . E nell'istessa 

guisa per gli aliri due piani delle x ,  z,  e delle y , z , avre- 

mo le due equazioni 

(19) P' c0s.a' (AX'+ Y x ' )  + PUcos. aH(Ax'+ J"x'/) 

+P"' COS. E"'(A.Y'+ 6'x"') + ec. 

+Pfcos. y'(isz'+-$z')f-P"cos. yU(.Az'+ Jz") 

-t P"'cos. y " ' (~z ' - / -  Sz"') -+ ec. = o 

(20) P'COS. ~ ' ( A Y ' +  ai') + P"COS. p" (AY'+ Yy") 
3 P"' cos.F"/ (ny'+ Lr'y"') + ec. 

f- P' cos. y' (AZ'+ 8'~') + P1'cos. y " ( ~ z ' +  6'2'') 

+Pf:' eos 7"' (-AZ'+ ~'z"') + ec. = o. 

g. LXXXVI. 

Non è diinque possibile di negare, che qualunque 

volta abbia l u q o  I' equilibrio, esiste necessariamente I'e- 

quazione dei momenti ; ma è egli sicuro, che qualunque 

volta esiste l'equazione dei momenti, abbia sempre luogo 

l'equilibrio? Il Signor La Grange ha fatto vedere, che 

dalì'equazione generale dei momenti P'dp'+P"dpl'+ ec.=o 

ai deducevano costantemente le tre equazioni relative al 
O 
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moto progressivo , e le tre altre relative al moto rotato- 

rio , onde I' equili brio è conseguenza necessaria dell'equa- 

zione dei momenti. Egli ha dimostrato ciò medianti al- 

cune ingegnose trasformazioni, che conducono a trovare 

le somme dei termini delle ricercate equazioni, moltipli- 

cate per quantità indipendenti tra loro, e perciò necessa- 

riatnentc = o da per se stesse, separatamente da tutto il 

resto dell' equazione dei momenti. Questo metodo rigo- 

rosissiino, che trovasi a pag. 26. e seguenti della Meca- 

nica Analitica, lascia la curiosità d'indagare cosa conten- 

ga quel resto dell'equazione dei momenti, che avanza alle 

equazioni ricercate. Per esempio a pag. 2 7 .  si trova 1' equa- 

zione dei momenti trasformata in questa 

o = ( P cos. as + P' cos. a'-/- P" cos. a"+ ec. ) d x 

+ ( P  cos. p + Prcos. Br+ P"cos. PU+ec.) dy 

+ ( P cos. y + P'cos. y'+ P"cos. y"+ ec. ) d z 

+P'(cos .cL'~$+ cos p J d ~ + c o s .  y rd<)  

+ P" ( cos. a' d t'+ cos. P"d eos. y" d C') 
ec. 

dalla quale tolti i termini aFetti delle quanti& arbitrarie, 

ed independenti d , ~  , dy , d z ,  resta una serie di termini co- 

stitucnti un' equnzione della forma della prima equazione dei 

momenti, e che non comparisce subito cosa significhi. 



5. LXXXVIJ. 

Prendo l'equazione ( i  2) da me sopra trovata, che  

è l'equazione dei moiiienti ana!izzata in tutti i suoi ele- 

menti, e da essa si manifesta a dirittura , che pcste = o 

separatamente le somme dei termini affetti delle quantità 

arbitrarie L'x', ~y' ,  AZ', restano tanti termini, che costi- 

tu i scon~  l'equazime ( 1 6 ) ~  che è la somma delle tre equa- 

zimi ( 1 3 ) ~  ( I + ) ,  e ( I  j) relative ai moti rotatosi ; ma sic- 

come questa siila considerazione non finisce d'acquietare, 

faremo con rigore toccar con mano, che il residuo in 

questione contiene effettivamente , combinandolo con le 

condizioni del sistema, le altre equazioni necessarie per 

l'equilibrio, e nel caso attuale adunque somministra le tre 

equazioni necessarie, perchè sia impedita qualunque ro- 

tazione. 

Noi esporreinn questa dimostrazione per tre punti, 

niacchè a colpo d'occhio vedrassi, che la medesima si ? 

applica ad un numero qualunque di punti. Nell' ipotesi 

adunque del sistema rigido, le tre quantità f '+ v'+ C'., 
4' " +- il'' + C'', (t'- ,g )' +- ( v' - v )' + (C'- C)' le quali 
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esprimono i quadrati delle distanze tra i punti dati, de- 

vono esser costanti, e quindi i loro differenziali eguali 

a zero. Avremo pertanto l' equazioni 

t d 4 + a d a + U C = o  

(4 $' d f'f a'd a'+ c'd C' = o 

F'd + t d  4'3- a'd a + Y d a'-+ c'd C+ cd C' = o , 
e per mezzo di esse potremo dalla equazione 

( B )  P' ( cos a'd f + COS. P'd + cos. y'd ,Y) 

+- P"(cos. a"d t'+ cos. p"d il'+ cos. y"d C') = o 

eliminare tre delle sei quantità t ,  , ec., e le altre tre 

rimanendo allora indeterminate, i loro caefficienti posti = o, 

ci daranno le tre equaziÒni necessarie per l'equilibrio. 

Per eseguir comodamente questa eliminazione, si ag- 

giungano all'equazione (B) le tre equazioni ( A )  , molti- 

plicate respettivamente per m ,  n ,  p ,  ed avrassi 

(P'cos.al+mf +p(') d 4  ' 

+ ( P ' ~ ~ ~ . P ' + m a + p a ' ) d a  I I 
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Ora posti =o i coefficienti di tre qualunque delle varia- 

zioni df , ec. si determineranno da ciò i valori di m,  n , p ,  

e questi sostituiti negli altri coefficienti ci daranno le ri- 

cercate equazioni. Oppure, ciò che è lo stesso, formere- 

mo l'equazioni 

(a) P ' c o s . u ' + m ~ + p ~ ' = a  

(b) P' cos. p'+ m +p v' = o 

(C) P' cos. y'+ m <+p C'= o 

(d) P"cos. a"+ n t'+ p ( = o 

(e) P"cos.PU+nYl'+py = O  

(f) P'cos. y"+ n c'+p = o 

e poi elimineremo le quantità m ,  n ,  p. 

$. xc. 
Primieramente mediante la combinazione 

(.)v- ( b ) f  +(C) v'-@)t'= 0 

otterremo l'equazione 

P' i j  cos. a'- P't cos. p'-/- P" v' COS. a"- P" ('cos. P"= o ,  

ove non si trovano piu le lettere m ,  n ,  p . Ora,  se si 0s- 

serva che il Signor La Grange ha supposto r=x ' -  x ,  
t' ('= x - x , v =y'-J , v'=y"-y , quella equazione diventa 

P'(y'-y) cos. a' -P' (x' - x ) cos. P' 
I /  +P" (yU-y ) cos. as - P" (i'- x)cos. @"'o, 

o 
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e poichè 

- P'cos. a'- P" cos. z'? = P cos. a , 
- P' cos. p' - P'/ cos. p" = P cos* p, 

avremo 

P y COS. a - P x cos. P + P'y' cos. m' 

- P'x' cosa p'$ PUy" cos. a" - P"xU cos. p" = o 
la quale è in tutto simile all'equazione (4). Così pure ine- 

diante le combinazivni 

(4 <-(C) f +C4 T 1 - ( f >  f '=0  

(@ t- (C) v + ( 4  C/- (f') v / =  0 

avremo 1' equazioni 

Pf<cos. a'-- P' f cos. y'+ P"<'cos. a"- P"$'cos. y" = o 

P'Ccos. p'- P'r1 cos. y'+ P" C'cos. p"-. P" ,,/COS y'': O 

le quali come sopra si proverà esser le medesime che le 

nostre equazioni ( 5 )  e (6), che adunque non meno che 

l'equazione (4) saranno contenute nel residuo in questione 

della trasformata del Signor La Grange, ed ogni dubbirzza 

vien quindi a dileguarsi intieramente. 

cj. XCI.. 

Ma giova il vedere come per mezzo del]' equazione ( I  2) 
da me ritrovata, se suppongasi data la generale equazioiiè 

dei momenti , si concepisca direttamente la sussistenza 
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delle sei equazioni dell'equilibrio. Per qi~ello che abbiamo 

veduto, data l'equazione generale dei momenti P'dp ' - t  

P"dp"+ ec. = o ,  avremo per mezzo dell' equazione (12) 
d p'= cos. a' (AX'+~X'+&') + 

COS. P' ( ~ y ' +  b'+J'y') + COS. y'(Azf+Sz'+6'z') 

d p"= cos. x" (AX'+ $x"+fi" ) + 
cos. p" (Ay'+vi+Yy") ( COS. 7'' (AZ'+ 6z"+ $12") 

dp"'= cos. a"' (AX'+ 6xU'+ Yx"' ) + 
cos.p'"(~y'+Jj~"'+ 631"') + COS. ~" ' (Az '+ &P+ W" ) 

ec. 

S. XCII. 

Ora se qualunque sia i l  moto dato al sistema l'equa- 

zione P2$+Pr!itp?+ ec. = o ha sempre luogo, avrà luogo 

ancòra quando il moto, che può prendere il sistema è de- 

terminato da certe leggi, di maniera che i punti di esso 

percorrano certi spazi, e non altri. Ciò posto si conce- 

pisca, che il sistema in cui generalmente si verifica l'e- 

quazione dei momenti P'dpi+ P"d ec. = o per uno de- 

gli infiniti diversi impulsi , che possono darseli, prenda 

un movimento tale, per cui nel primo istante tutti i .punti 

progrediscano solamente nel senso delle x della eguale 

quantità ax'; è chiaro, che qualunque sieno le direzioni 
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delle forze applicate a questi punti, il viaggio, che avrk 

fatto ciaschedun punto nel senso della direzione della re- 

spettir-a forza, sarà uguale a Ax', moltiplicato per il coseno 

dell'angc;Io, che la direzione della data forza fa con l'asse 
' I  delle x , e così avremo d p'= AX' cos. a', dpt'= ~ x '  cos .a , 

I / /  d p " ' = ~ x ' c  s.a ec.; e così l'equazione dei momenti di- 

venteri ( P cos. a'+ P"cos.a"'+- P"'cos. cc"'-+ ec. ) AX'- o ; 

e nell'istessa guisa prendendo il sistema un inoto tale, che 

tutti i punti di esso progrediscano solamente nel senso 

delle y della comune quantità ~ y ' ,  l' equazione dei mo- 

menti P'd p' + P"dpU + ec. = o si canger4 in questa 

(P' cos. p'$ P" cos. P"+ Pt"cos. P"'+ ec.) AJ'- o ; e fatto 

1' istesso discorso rispetto alle z , la medesima equazione 

dei momenti si cangera in questa (P'cos. y' 4- P" cos. ?l'+ 

P"' cos. y ' " ~  ec. ) AZ'= o, e queste tre trasformte divise 

respettivamcnte per AX', ~ y ' ,  AZ' somministrano le tre e- 

quazioni del moto progressivo. 

E pid generalmente osservando , che i differenziali 

delle p', p", p'"ec. sono composti dei differenziali delle 

tre coosdinate, e ciascheduna di queste ha tre diverse 

caratteristiche, cioè A ,  6 ,  J", io secondo la conosciuta ma- 
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niera di notare le dif5erenze parziali, esprinerò i diversi 

spazietti , che supporrò aver descritto i vari cc)rpi, per 

dp', dp" ec. divisi respettivamente pcr il différenziale di 

quelle coordinate nel senso deile quali avrò supposto che 

siensi mossi i vari punti per il inoto impresso al sistema. 

che il sistema abbia avuto un moto soltanto progressivo, 

comune a tutti i punti nel senso delle x ;  nella stessa guì- 

- ) ec. , esprime&, 

che il sistema ha ricevuto un tal moto, per cui tutti i 

punti si sono mossi solamente intorno all'asse delle z ;  e 

q u ì  è da notare, che queste caratteristiche 8,  6' non pos- 

sono essere mai una sola, mentre appellando al moto di 

rotazione, questo inevitabilmente produce un movimento 

contemporaneo nel scnso dei due assi normali a quello , 

dp' intorno al quale segue la rotazione ; così finalmente - ( sJJ 
W dp" dp" + ( ) , ( ---) + ( -) ec., esprinie, che il siste- 
J z' J'z" 

ma ha avuto un tal moto, per cui ogni punto ha ruotato 

intorno all'asse de,lle y , e così del resto. 



5.  XCIV. 

Posto ciò, dato che in un sistema abbia luogo 1' equa- 

zione dei momenti P'dpJ+ P"dp"+ P""dp"'+ec. = o,  nella 

quale dp', dp" ec. rappresentano degli spazi comunque 

descritti dai vari punti ; è chiaro che quella equazione 

avrà lucgo ancòra quando in vece delle generiche espres- 

sioni dy', dpnec., v i  saranno esplicitamente quelli speciali 

spazi, che ciaschedun punto del sistema, per il moto im- 

pressoli, potr'a aver percorso. In conseguenza avranno 

luogo ancòra le sei equazioni 

dp' d p "  d p"' P' - AX'+ P'' -4x'+ P'" - AX'+ ec. = o 
0.x' A .x' D .x 

d p"' dp"' 
+P '" ( -  J'x'"+ - 6y''') +ec.= o 

d x  8y"' 

dp' dp' d p" dp" - Sji+ - $2') + P" ( - J"x"+ - Sz") P' ( yx' 6 Z' S'x" $2 

dp"' dp"' -t P"' (>;, 6'x'"+ - $2'") -1 W. = o 
Jz'" 



dt? dp"' 
i- P"' ( -7 8'yn''+ - 6'z"') + ec. = o 

JY 8'2"' 

le quali equazioni sono a differenze parziali, e le prime 

tre possono essere a difièrenze parziali e finite ; e ripren- 

dendo sotto gli ccchi i valori di dp', d p'', dp"'ec., trovati 

per rnelzo dell' equa~iune ( I  2) , e notati al $. XCI., si tro- 

verarinc> essere le sei equazioni dell'equilibrio. 

5. xcv. 
fatti dai precicati valori si ottiene 

d ~ '  - AX'= cos. ~ ' A x '  
nx' 

nx' 
ec. 

dp' / / 9 - ny = cos. p Ay 
AY' 

d p" 
AY'= cos. p"~y' 

u' 
ec. 

d p' - AZ'= COS, Y ' ~ ~ '  
n i  



dpf' d p" - SX"+- - 8y"= cos. a08x''+ cos. (3"8J'r 
6 x" ' 3 ' ~ ~ '  

ec. 

dp' d P' - $'xJ+ - Jz'= COS. a'%'xr+ cos. y'6z' 
$' x' 62 

dp" d p" - Yxy' f -N $d'= COS. a"J"x"+ cos. y"$z" 
8""' '32 

ec. 

dp" d p" - Yy" + - 8' z"= COS. p"J'i"+ COS. y"Y Z" 
J y'/ 6' z" 

ec. 

onde fatte le debite sostituzioni si ritrovano le eqirazh 

ni ( I ) ,  (2), (3)) (4) , ( 5 ) ,  (6), che dunque verranno ad 

esser dedotte dall' equazione dei momenti , della quale si 

trovano esse in tal guisa, essere dei casi particokri . 
g. XCVI. 

Potrebbe dubitarsi se oltre a queste sei equazioni 

particolari dedotte dall'equazione dei momenti, se ne po- 

tessero dare altre ; onde per esaurire questa ricerca, sup- 

pongrsi, che oltre ai sei vari movimenti dati al sistema per 
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ottenere le sei equazioni parziali sopi acci rate, si dia al 

sistema un altro moto progressivo, per cui ciasrhcdun 

punto di esso progredisca della quantità m, con una dire- 

zione, che faccia con le varie forze applicate ai vari pun- 

t i ,  cli angoli n', n", n"' ec. Cio posto, gli spazi descritti 

nel senso delle forze medesime, saranno m cos. n', m cos. n", 

m cos. nr"ec., ed avremo l' equazione delle forze, o dei 

momenti, espressa come segue 

m ( P' cos. n'+ P" cos. n"+ P"' cm. n'"+ ec.) - o . 
Per accertarsi se questa equazione contenga alcuna condi- 

zione di più delle tre equazioni ( I ) ,  (.-) , (3), o sia super- 

flua, perchè impIicata nelle medesime, si supponga che 

la m faccia con gli assi delle x ,  y , z gli angoli a ,  I ,  c ; 

dunque quando i corpi hanno progredito della quantita m ,  

avranno nel senso dei tre assi progredito delle quantità 

m cos. a ,  tn cos. b , m cos, C, e sarà per conseguenza m c0s.a 

= n.~', m cos. b = qy', tn cos. c = AZ'; e siccome le forze 

fanno con i tre assi gli angoli a', a", a"'cc., P', p", p"' ec. , 
y', y", y"' ec, avremo per le solite forinole 

m cos. n'= dp t cos. a ' ~ x ' +  cos. P"A~'+ cos. 7'02' 

m COS. n''= dp"=cos. a"A.x'+ cos. pr'~y'+ cos. ?"AZ' 

m COS. nrfrzdp'"= cos. #"'Ax'+ cos. p"'~y'+ cos. ~" 'Az '  

ec. 

P 



g. XCVII. 

Quindi sostituendo i valori delle Ax',. ~ y ' ,  AZ' tro- 

vati' sopra, 1' equazione delle forze, o, dei inamenti , che 

nel 8.  precedente aveva la forma 

m ( P' cos. n'+ Ycos .  n"+ ec. ) = o 

potrà presentarsi sotto quest' altra 

O = n2 P' ( COS. a cos. z'+ cos. b cos. P'+ cos. C cm. y ' )  

4- m P" ( cos. a cos. a"+ cos. b cos. P"+ COS. C COS. 7") 

+ m  F"'(cos. a cos. a"'+ cos. b cos. p"'-+ COS. C COS. 7"') 

+ ec. 

e per conseguenza comparire, come in fitti essa lo è , 
non altro che la somma delle tre equazioni ( I ) ,  (%), (3) 
moltiplicate respettivamente per nz cos. a ,  m cos. b , m cos. C ,  

e perciò incapace di somministrare una condizione ulte- 

riore. 

Che se si credesse di, potere ottenere oltre le sei 

equazioni generali, un'altra equazione, nata dal dare al 

sistema un impulso, per cui esso potesse prendere non un 

moto progressivo, come nel precedente caso, ma rotato- 

rio intorno ad un asse comunque situato rispetto a i  tre 
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primi ; ancor questa equazione si dimostrerebbe compresa 

nelle tre già. ottenute per il moto rotatorio, C perciò non 

si avrebbe alcuna condizione d i  nuovo; mentre seguendo 

la dimostrazione data dal Signor La Grange a pag. 31. e 

seguenti della sua Meccanica, si rileva, che qualunque in- 

finitesima rotazione prenda il sistema, è sempre composta 

di tre rotazioni infinitesime intorno a tre assi normali 

tra loro. 



P A R T E  S E C O N D A  

Dei sistemi a distanqe comunque variabili . 

N sistema di punti, o corpi in equilibrio, ed agi- 

tati da qualunque forze, con la condizione , che 

dandoli un  indeterminato impulso, possano i punti pren- 

dere dei moti parimente indeterminati, senza osservare 

veruna nota legge nel variare le respettive distanze tra 

loro, un tal sistema, dico , comprende anco un fluido in 

equilibrio , in cui si supponga ogni punto animato da 

qualunque forze , senza impegnare alla considerazione 

della figura delle molecole componenti. E si vede che ve- 

rificandosi in un tal sistema l'equazione dei momenti, 

tutto ciò che si è dirnostrato nella Prima Parte, verrà ad 

essere un caso particolare della generale Teoria, che mi 

accingo a sviluppare in questa seconda .. 



Per generalizzare l'invenzione dell'equazione dei mo- 

menti, riprendo la considerazione di essa in un sistema 

rigido, o sia a distanze invariabili sotto un altro aspetto, 

e per procedere con chiarezza, riduco il caso contempla- 

to  nena Prima Parte al §. LII., a soli tre corpi situati nel 

piano delle x ,  y ,  ed agitati da forze parallele al piano 

stesso, ed avremo necessariamente le equazioni ( I ) ,  (2), 

(3) del paragrafo sopraccitato. 

Queste tre equazioni contengono le condizioni del- 

l'equilibrio, purchè si presupponga, che dando un moto 

comunque al sistema dei tre corpi, questi si muovano, 

senza però cangiare le respettive distanza: fsa loro, che è 

quanto  dire, essi sieno tre punti di un solido inflessibile. 

Dipenderà dalla maniera di esprimere analiticamente que- 

sta supposizione , il ritrovamento della equazione dei 

momenti. 

8. 1v. 

E' chiaro che le due prime equazioni ( I ) ,  e ( Q ) ,  es- 

sendo relative al moto progressivo comune a tutti i corpi, 
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questo moto progressivo non altere& Ie respettive loro 

distanze, e perciò la supposizione sopra indicata, che si 

tratta di esprimere analiticamente , si referirà sempre sol- 

tanto al moto rotatorio. 

8. v. 
La condizione delle invariabili distanze ci sommiti.- 

strò fino ad ora le proporzionali& tra le y', y" ec., h+', 

>xf'cc. ; e le x', x"ec., ay', 9" ec. ; ma queste proporzio- 

nalità non sono in effetto che altrettante equazioni, che 

per tre corpi si presenteranno così : 

y' $x" - y" a%'= 0 
y' ~x" '-y" '~x'= 0 

,I y &."'- y"'&& 0 

X' 8y1' - x" J'J' = O 

$y"'.- X"l#y' = 0 
X' /Jyl'- X"'>y" = O 

e formeranno sei equazioni, che si ridurranno a quattro, 

considerando, che la terza, e la sesta nascono necessaria- 

mente dalle due respettivamente precedenti . 

g. VI. 

Ma l'invariabilità delle distanze somministra ancòra 

queste tre equazioni 
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x/ $2) +y/ Ey/ = o 

xt/ J' 4- yt/  8y'l = 0 
* l / 'J  y/ l rJ 'y/ / l= O 

di una delle quali ci siamo serviti al g. LVI. , ed akrove 

per trasformare l'equazioni del moto rotacorio. Avremo 

dunque le seguenti sette equazioni ; 

x' J'x' $ y'Sy' = o 

xt' 8 x1/ + y/ t  J'y'l = 0 

X~I~8X'l~+y'11$y/~l_ O 

y' J'x" -y" 8x' = o 
y' 'yX"' - y"' = 0 

aYlt - "y// aY' = 0 

.y/ J' J / / l -  x/' /  JJ1 z 0 ; 

ora si avverta che ancòra quì se ve ne sieno alcune, le 

quali si contengano nelle altre, bisogna rigettarle per ora 

come superflue, e ristringei-e il numero delle equazioni 

quanto è possibile. 

S. v1r- 

A tale oggetto prendo dalla prima equazione il valore 

L J'x'', e trovo di  Jx', e dalla seconda il valore di 



sostituisco tali valori nella equazione quarta , e questa 

diventerà 
x' 8 y / /  - x~' $31' = o 

che è la sesta delle equazioni proposte. Similmente pren- 

dendo dalle equazioni prima, e terza 

9'9' 6%' L-- 
x' 

e sostituendo tali valori nella quinta , questa diventerà 

x' 8y'"- x"'% y' = o , che è la settima delle proposte. 

Quindi le due ultime equazioni possono omettersi, come 

contenute nelle altre cinque, e nella stessa maniera si 

potrebbero omettere la quarta, e la quinta, purchè con 

le tre prime si ritenessero la sesta, e la settitna, come si 

vedrà sostituendo nella sesta e settima i valori 

per la qual sostituzione esse si cangeranno nella quarta, 

e nella quinta. 



Si possono adunque assumere cinque sole equazioni 

per rappresentare l'invariabilità delle distanze tra i tre 

punti proposti, e di ciascheduno di essi dal centro delli 

assi, che si suppone il centro della rotazione. In termini 

finiti parimente le equazioni saranno cinqu'e , ed anco in- 

tegrando le quattro ultime del §. VI. in modo, da non ri- 

guardare per variabili, che le sole quantità, che in ciasche- 

duna si trovano differenziate, si ottiene 

y'.y"-y" 2'1 a 
1 111 y x - yUX'= a' 

x i"  - / I  I x y-a"  
111 f /'t ~3"'- x y = a 

dal che ricavando a = - a", ed a'= - a"', potrebbe ap- 

parire, che le due prime equazioni non contenessero alcu- 

na condizione di più che le due ultime, e che possano 

indifferentemente pertanto prendersi o l' une, o 1' altre. 

g. 1x. 

Ma per tor di niezzo ogni equivoco di questa specie 

di integrazione a differenze parziali, si possono le sette 

proposte equazioni ridurre a cinque in termini finiti, co- 
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me appresso. Si sottragga l'equazione sesta dalla quarta, 

e la settima dalla quinta, ed avremo le sette equazioni 

ridotte alle cinque seguenti 

onde integrando saranno le condizioni della invariabilità 

delle distanze espresse dalle equazioni seguetiti in termini 

finiti 

x/?-.$ == a' 
X I I  2+y// 2- - 
x/ / /  2+ </I 2 = 

/ l  / I  I T//# y'x -y x = a 

y'x"'y"'x'= 

le quali come sopra abbiam potuto rilevare per ridurle a 

differenziali , servirà difeerenziare all' ordinario le prime 

t re ,  e le due ultimc, per rapporto soltanto alle x sola- 

mente, o solamente alle y , accidentalità assai singoIare , 
e che dà luogo ad alcune considerazioni rilevanti, su i 

Problemi dipendenti dalle equazioni a differenze parziali 



Frattanto gioverà il confermare, che queste cinque 

equazioni, oltre al rappresentare la invariabile distanza tra 

ciaschedun punto, e il centro della rotazione, esprimono 

ancòra l'invariabilità delle distanze tra i tre corpi, di- 

mostrando come per mezzo di esse si ricavino le form.ole 

delle distanze medesime, che il Signor La Grange ha 

posto eguali ad una costante, per rappresentare t a l  condi- 

zione. Nel caso presente di tre corpi situati nel mede- 

simo piano le loro respettive distanze saranno espresse dal- 

le seguenti formole 

ciascheduna delle quali dovrà essere eguale ad una costan- 

te ,  per rappresentare i' invariabilità delle distanze, e per- 

ciò essere = o il respettivo differenziale, dal che adun- 

que nascono 

( I ) (y"- y' ) ( Jj"- Jy' ) + ( x"- x' ) ( W- 82') = o 
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espressioni, che si sono differenziate con la caratteristi- 

ca >, perchè si referiscono soltanto al moto rotatorio 

nel caso nostro , lo che non produce variazione nella 

forma usata dal Signor La Gsange, ed alle quali bisogna 

mostrare come si riducano le nostre cinque equazioni. 

g. XI. 

Differenziando le dette cinque equazioni, prendendo 

i differenziali delle ultime due soltanto per rapporto alle x, 

avremo 

xf8x'+y'J'y' = a 
i'&"+ y"$y"= 0 

Xl/fJX//f+Y///$yl'- - O 

y'Sx"- y"S.v'= o 

J,'8xtf'- y'/'8xf = O ) 

sommando la prima con la seconda, avremo 

x"dxf'+ x'8xf+ y"8J"+y'&yf = o ,  

e questa potrà mettersi sotto la forma 

( x"- x' ) ( 8%"- 8%') + (y"-3') (v'- 8y') + 
x"Jx'+ x'$x"+ y "+'+ y'&yf'= o ; 

ora si avverta, che prendendo dalla quarta equaziom il 
yr'Jx' 

valore di y'= - e sostituendolo nella equazione prima, 
&C1' ' 

questa diventa 
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X' Sxq- yt lcy  = O , 

e prendendo dalla medesima equazione quarta i1 valore 

y'd\x" 
di y"=- , e sostituendolo nella seconda equazione, 

Sx' 

questa diventa 

x''$x'+ y'8y" = o ; 

ma Ia somma di queste due trasformate è 

x ' W +  xl'Jx"+ yflSy'-+y'djr", 

ed essendo per se stessa = o , resterà la somma delle due 

prime equazioni in virtu della equazione quarta, precisa- 

mente eguale alla quantità 

(x'l- x ' )  (&v"-- 'Yx') +- (y"-3') (W'- c y ) =  o ,  

che è la formola ( I ) ,  esprimente, secondo il metodo del 

Signor La Grange , la distanza costante tra il primo corpo 

e il secondo. 

i n  sirnil guisa sommando l'equazione prima con Ia 

terza, avremo 

x ' ~ ~ ~ x ~ ' / +  ~ ' ' l x~+y '~"?y~~ '+  y9yJ = O ,  

e posta questa somma sotto la forma 

(i"- x ' )  ( 8 ~ ' ~ ' -  8x') + (yU'-y')  (J'y- 8)') + 
X J ' l J ~ l +  x~$x '~~- / -  y'l'Jy+ ylJ'y"'= O ; 
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ma prendendo dalla quinta equazione i valori 

e sostituendoli respettivamente nella prima, e nella terza, 

esse si trasformeranno in queste due 

x/&/ /q- ylllcJyl = 0 

xtfIJx/+ y'sy/// = 0 > 

che sommate insieme , danno 

x / '~SX/  +- x'>x///+ yt/'8Jl'+ y/Jy'  = o J 

e mostrano, che la somma dtlle equazioni prima e terza 

combinata con l'equazione quinta, si riduce alla formo- 

la (2),  esprimente la distanza costante tra il primo cor- 

po ed il terzo. 

g. XIII. 

Finalmente sommando insieme le equazioni seconda, 
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la quale si riduce alla formola (3) del Signor La Grange, 

espsicnctite la distanza costante tra il secondo, e il terzo 

corpo, subito che si provi, che 

X/'/$X"+. X'/>X'/'+ y/'l$S'/+ Y/lSyl'/ = 0 

A tale oggetto prendo dalle equazioni quarta, e quinta i 

valori di yc, i quati dovendo essere eguali tra loro mi som- 

ministrano l' equazione 

prendo da questa equazione i valori 

e gli sostituisco nelle equazioni seconda, e terza, otte- 

nendone le due equazioni 

la somina delle quali costituisce appunto la quantitfi 
x"'JX"+ X / ~ ~ X / l i + y l / l $ ~ / l + y / / $ y l / /  _ - 01 

come dee essere, perchè si verifichi la proposizione an- 

aunziata di sopra. 



Ma siccome nel passare dai termini finiti ai differen- 

ziali potrebbe nascere qualche dubbio, si vedrà facilmen- 

t e ,  che le cinque equazioni finite del g. 1X. esprimono 

effettivamente le forrnole finite delle distanze tra i dati 

punti, o corpi eguagliatead una costante ; e ciò nel modo 

seguente. Poste le equazioni 

( I )  ~ ' ~ 1 - y ' ~  - Q' 

@) 2+ Y / I  2 = 

(3) 
%// I  2+ y I  I' 2 = a 111 

(4) yrx"- x'y" = alv 
1 111 ( 5 )  y' x"'- x y - aV 

sarà moltiplicando la ( I )  per la (2) 

X' z %/I 2 + X /  i I /  2 + y / 2  %I/ Z +y/ Z y / 1 2 -  I I 4  - a  a 

e quadrando l'equazione (L+), avremo 
y~ 2 %I? z +f 2 X~ 2 - - Q'V - 9 y'y" %Ix'' 

dunque sarà 

e quindi otterremo un'altra equazione 



g. xv. 

In siinil guisa, profittando ancòsa dell' equazione ( 5 )  , 
si troveranno due altre equazioni, le quali facilmente tro- 

veremo essere dell'appresso forma, 

(2) X' x"'+ y ' y'"= b' 

(8) 
x/' Xf",- // yl//= b'/ , 

e quindi per mezzo delle seguenti tre combinazioni 

cioè le distanze tra i tre ccrpi eguali ciascheduna ad una 

quanti& costante , subito che siano costanti le quantità 

a', a" ec. 

g. xvr. 
Resta dunque fissato, che cinque equazioni esprimo- 

no l' invariabilità delle distarize, e che queste possono 

essere come segue 

B 
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x'6 x'+ yl$y' = o 

x"$x" +Y1'$yll = Q 

,xl/'J */'l+ y/"Jy"' 
- 0  

y"$x"- y"$X = 0 

y'%~"'-~'"$x' = 0 , 
ovvero le cinque equazioni possono essere 

le quali nascono dalle cinque precedenti. Ovvero ancòra 

possono essere le cinque equazioni, come segue 

le quali parimente nascono dalle due quintine d' equa- 

zioni soprannotate, e solo resta da far vedere come da 

quest'ultima quintina possa nascere qualunque delle pre- 

cedenti suddette. 



A tale oggetto si osservi, che dalle quattro ultime 

equazioni dell' ultima quintina si possono ottenere le equa- 

zioni seguenti 

$Y' h' ma dalla prima abbiamo -, = - - , onde sa& ancò- 
X 3' 

. . cioe 

x*' 8 X" + y" 6y" = O 

X / I / ~ X 8 1 / +  Y / I / ~ y I I I -  - O 

onde qualunque delle due prime quintine si forma per 

mezzo di quest' ultima. 

Qualsivoglia pertanto di queste tre diverse maniere 

di esprimere I'invariabilità delle distanze con cinque equa- 

zioni, conduce alle formule , con le quali il Sig. La Grange 

ha espresso l'invariabili distanze fra i tre corpi, con la 



$,[ 1 2 2  ) &  
differenza, che q x s t e  cinque r:ppresentano ancòra I' in- 

variabili distanze dal centro di rcta~ione ; dal che a di- 

rittura si vede non essere indifferente il servirsi delie 

formole del Signor La Grange, o delle mic; ma oltre 

alle ccjnseguenze che io potrò dedurne, è da notarsi, che 

con semplice artifi~io di calcolo si passa dalle mie alle 

formole del Signor La Crange, là dove da quelle non si 

perverrebbe a queste senza qualche soccorso dipendente 

dalla analisi delle respettive situazioni; e si vede, che 

prescindendo dalle maggior lunghezza del calcolo, il pro- 

cedere, e i resultati sono sempre gli stessi, qualunque sia 

il numero dei punti, o corpi costituenti il sistema - 
5. XiX. 

Continuando adesso la soluzione del ProbIema, come 

antiunziammo al 5. 11. avremo, nel supposto d' un sistema 

a distanze invariabili, per la soluzione le otto equazioni 

seguenti. 

( I)  P' (y'cos. a*- x'cos. p ' )  +Pr' (~"cos. a"- X'EOS. p") 
+ P/" (y"' cm. '8"'- x"'c0s. p"') := 0 

(2) P' cos. a'+ P" cos. a"+ P"'cos. a'/'= e 

(3) P'cos. p'+ P"c0s. p"+ P"'c0s. p'{/ = O 

(4) x'Sx' + y ' r f y  ' = o 
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( 5 )  x'dy"- xr1&y' = O 

(6) x'cYyfl'- x"'6y' = o 

(1) y'J'x'/ - y/'8,%+'. = o 

(8) y'8.u"'-y'"8x' = O ,  

le prime tre delle quali sono appartenenti alle condizioni 

dell' equilibrio, e le cinque seguenti alla invariabilità tra 

le distanze. 

9. xx. 
In questo stato di cose si dia un movimento infini- 

tesiino al sistema dei tre corpi, ed avvertendo a tutte le 

circostanze spiegate nella Prima Parte, prendansi dalle 

quattro ultime equazioni i valori 
/, x'JjI" 

x = -- 
8.Y' 

e ponendoli nella equazione ( I )  posta sotto la forma 

P'x'cos. p'+ P" x" cos. p" + P1x'" tos. P"' - 
11' 1'1 l / /  - Pycos .a ' -Pfycosa"-P  y c0s.a - o  
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essa diventerà 

x' 
- ( P ' y  cos. p'+ P"&," cos. p"+ p"'Gy'"cos. P"') 
W 

x' ma l' equazione (4) ci somministra - = - - " dunque W Jxl a 

sostituendo una quantità per l' altra, la nostra trasforma- 

ta diventerii 

(9) PfJ)'cos. p'+ P"J'J" cm. ptr+ P1"J'y"'c0s. p'/' 
+ P'GX'COS. a'+ P"8x"co~. a''-+ Prrr G 'lr 

11'- x COS.& - 0 .  

g. XXI. 

Ora moltiplicando respettivamente le equazioni (e), 
e (3) per AX', e ~ y ' ,  e sommandole con l' equazione (p), 
e facendo 

axt+ >x* = axt 
AX'+ 6x" = dx" 

A%'+ &'"= dx'" 

Ay'+ 6y' = dy' 

~ y ' f  C$'' = dyl' 
~y '+  'l)"'= d ~ " '  

avremo 
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1~ (~X'COS. ~J /COS.  p/ ) + P!' ( JX/~COS. (IY//COS. p/ /  ) 

+ P"' ( dx"' cos. a"'f - dy"' cos. P"' ) = o , 
che per le cose dette si riduce a quelh dei momenti, 

dedotta dal Principio delle Velocità Virtuali. 

Osservisi adesso, che nel caso attuale delle distanze 

invariabili, le cinque ultime equazioni del g. XIX. intanto 

esprimono l'invariabilità delle distanze, in quanto sono 

i loro respettivi integrali eguali ad una quantità costante; 

dunque quando i loro integrali saranno eguali ad una 

quantità variabile, non esprimeranno più quelle equazioni 

l'invariabilità delle distanze ; dunque le distanze saranno 

variabili, e variabili secondo la natura della funzione , a 

cui saranno eguali i respettivi integrali . Volendo adunque 

esprimere la condizione opposta a quella del caso attuale, 

e rappresentare analiticamente, che i tre corpi sono sta- 

biliti in modo, che dando un moto al sistema , essi corpi 

varino le distanze tra loro, e dal centro di rotazione, con- 

verrà eguagliare ciascheduno dei primi membri di quelle 

cinque equazioni differenziali , ad una corrispondente 

funzione differenziale . 



Nel caso pertanto, in cui i tre corpi possano per 

l' impulso dato al sistema, variare le distanze, le cinque 

ultime equazioni del S. XIX. diventeranno 

x'J'xl +y"y = o 

x'J'y" - xf'3'y'= rn'8yU+ n'ay' 
X'J'j,'''- X"/Jy'_- - m"$Y'"+ ,,"y 

y'8x" - y " Sx'= r'Jx" -/- stJx' 

y'J';r"'- "'ax'= r"Jx"'+ s"ax', 
onde in questa ipotesi, la sola prima delle cinque equa- 

zioni è rimasta l'istessa , come nel caso del §. XIX; per- 

cliè essendo arbitrario lo stabilire il centro degli assi, 

questo si può assumere nel punto, intorno a cui, per 1' im- 

pulso dato al sistema, ruota il primo corpo qualunque 

sia, a cui si referiscono le coordinate x', e y', e rispetto 

al qual primo punto per conseguenza è l' istessa 1' ipotesi 

delle distanze invariabili, conie nel Q XIX, o quella delle 

distanze variabili in qualsivoglia modo, come si suppone 

adesso. Quindi rappresentando per m', n', m", n", r', s', r", s" 

funzioni arbitrarie rispetto alla arbitraria qualità del siste- 

ma, ma deterniinate secondo la natura dei vari sistemi, 

le equazioni che esprimeranno la variabilità delle distanze 
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tanto tra un corpo, e l'altro, quanto tra ciaschedun cor- 

po (eccetco il primo per la ragione suddetta) ed il centro 

degli assi, saranno 

nx''Jx'-/- y'sy' = o 

(x ' -m' )  J'$"'(x''+n') &'= o 

( x'- m" ) 5"'- ( x'"+ n" ) 83' = o 
(y'- i-') 6x"- (y"+ s ' )  6x' = o 

(y'- T'/) &v'''- ( y''/+ s ' ~  ) &' = 0 . 
g. XXIV. 

Ma per assicurarsi ulteriormente, che tali cinque equa- 

zioni rappresentino la variabilit'a tra le distanze, si può 

procedere in quesr'altra maniera. Potendosi i punti per 

ipotesi muovere con leggi ignote, e dipendenti dalIa na- 

tura dei vari sistemi, sarà 

supponendo M ', N'ec. funzioni determinabili come sopra, 

e che per conseguenza serviranno a rappresentare le varie 

ragioiii rra i mori occorsi nel senso dei due assi. Facciasi ora 

S 
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dalle quartro ultime ; ma con queste sette equazioni non 

si potranno trovare le forrnole delle distanzc tra i tre 

corpi, eguali ciasclieduna ad una quantità (costante, come 

sesulta dalla ispezione del procedere tenuto al S. X,  e 

seguenti. 

g. xxvr. 
Si vede che tra le equazionì del 5. XIX. inancando 

le quattro ultime, o sostituendo in vece di esse le ultime 

quattro del §.XXIII, i tre corpi, non essendo più astretti 

alla condizione dell' invariabilità delle distanze, non sta- 

ranno più necessariatnente in equilibrio, quantunque ab- 

biano luogo le prime (I) ,  (2), (3), (3) ; onde l'.ipotesi 

dell' equilibrio, dalla quale dobbiamo partircì per trovare 

l' equazione dei momenti, esige qualche altra equazione, 

che esprima le condizioni a tal uopo necessarie. 

S. XXVII. 

Per trovare tali condizioni suppongansi i tre corpi 

(Fig. 6.) a ,  b ,  c in equilibrio, e che non possano muo- 

versi per qualunque impulso, se rion parallelamente al 

piano della figura, che sia quello delle x ,  y. Ciò posto si 

csservì primieramente, che qualiinque moto prenda cia- 

scheduno di questi tre punti, potrà sempre considerarsi. 
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composto di progressione, e di rotazione. Quanto alla pro- 

gressione, o essa è comune a tutti i punti, ed allora do- 

vendo per l'equilibrio aver luogo le due equazioni (2), 

e (3) del S. XIX, quella por~ione della somma dei tno- 

menti dipendente da questo, si trover'a al solito = o;  se 

poi vi sieno dei punti , o corpi, che abbiano inoltre 

per natura del sistema la possibilità di progrcdire separa- 

tamente dagli altri, o insieme con alcuni di essi, e non 

con t u t r i ,  in tal caso è facile accorgersi, che acciò s a -  

sista l'equilibrio, converrà, che abbiano luogo altrettante 

equazioni particolari, e relative a quei dati punti, le quali 

saranno della medesima farma delle prime, sebbene corn- 

poste di minor numero di termini, e trattate come quel- 

le, ed aggiunti i momenti indi resulttinti alla somma dei 

momenti relativi a l  moto progressivo ccmune a tutti i 

corpi, la totalità di tutti i moti progressivi tanto gene- 

rali, che parziali si trover'a sempre -1 o, onde per parte 

del moto progressivo non si presenta diGccltà alcuna, o 

sia il. sistema a distanze invariabili. o variabili. 

Venendo adesso a considerare i moti di rotazione, 

le condizioni dell'equilibrio ad essi moti appartenenti si 
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dedurranno dal seguente immancabile principio. Qualunque 

dei punti in qnestione, per esempio i l  pzrnro b ( Fig. 6.) ,  non 

porri mrioversi nel p i m o  delle . w ,  y subito che gl i  sia impe- 

dito il moro per due diverse direzioni bb", bb"' situate nel 

piano is:esso; mentre qualunque altra direzione si  suppon- 

ga, che potesse prendere, parteciperà semyre di  zrna d i  

quelle due ,  per le quali per ipotesi è immobile. Ciò posto, 

qualunque moto si supponga, che possano prendere i tre 

punti a , b ,  C , potrà concepirsi resultante da due moti, 

uno di rotazione comune a tutti i corpi intorno ad un 

medesimo asse, ed un altro qualunque coerentemente alla 

natura del sistema . Per esempio, se suppongasi che il 

corpo a percorra intorno al punto M l'arco elementare aa', 

il corpo b l'arco- elementare b.b',- ed il corpo C l'arco ele- 

mentare CC' ,  è chiaro che i moti predetti dei corpi b ,  c 

si potranno supporre composti degli archetti bb", C C" 

concentrici all' archetto aa', e degli aItri due b b"', cc"', 

che sieno comunque, di maniera che bb' sia resultante 

di b b", b b"', e sia c C' resultante di C C", c C"'. 

Si avverta adesso, che comunque possano variare tra 

loro le distanze i tre corpi , descrivendo per un impulso 
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dato al sistema i tre archi elementari a a', b b', C C', il cen- 

tro delle coordinate M potrà sempre situarsi in quel pun- 

to ,  intorno al quale esercita la sua rotazione uno dei dati 

corpi, e che essendo indifferente quale sia, si supporrà 

essere il primo corpo a.  Quindi dando un arbitrario im- 

pulso al sistema, per cui i tre corpi descrivano gli archet- 

ti a a', b b', C C', converrh per soddisfare all' ipotesi dell' e- 

quilibrio, che questi spontaneamente non possano descri- 

versi; dunque che al corpo a sia impedito il moto aa', 

al corpo b i moti b b", bb"'( componenti di b b'), e al cor- 

po C i moti C C", C C"' componenti d i  C e'. 

9. xxx. 
E' evidente frattanto, che acciò sieno impediti i moti 

concentrici a a', b b", cc", converrà che abbia luogo 1' e- 

quazione ( I )  del $. XIX, con le respettive equazioni 

dell' invariabili distanze , e questo rappresenterà I'equili- 

brio del corpo a ;  ma per esprimere l'equilibrio degli 

altri due corpi b , C, è chiaro, che altre all'aver rappre- 

sentato I' impossibilità di percorrere le componenti b b ,  

cc" per mezzo della equazione ( I )  del 5. XLX, converrà 

che si trovino altre equazioni, le quali esprimano l'im- 

possibilità in cui sono di descrivere respettivamente gli 
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dt r i  due componenti archetti b b'", cc"', che sono in 

un' altra direzione , e possono non aver fra loro alcuna 

nota corrispondenza. 

g. xxxr.. 

Ora è facile a dimostrarsi, che acciò un punto qua- 

lunque A (Fig.  T.) agitato da due forze Pcos. a, Pcgs. 

narmali tra loro nelle direzioni AX, AY non possa de- 

scrivere l'archetto AA' intorno ad un qualunque centro C, 

conviene, che compito il rettangolo ADCE, stiano i lati 

di esso A D ,  AE come le respettive forze ; di maniera che 

ponendo AD = f, AE = g, stia f :  g = P cos. a : P cos. P ,  
e quindi abbia luogo i'equazione 

g P~os.o-fPcos*p=o.  

Applicando adunque questo teorema al caso nostro, 

acciò il punto b ( Fig. 6. ) agitato dalle forze normali 

P'Cos.as", PUcos. P" non possa descrivere spontaneamente , 
e senza estraneo impiilso l'arco bb"', che può avere ovun- 

que il suo centro, converrk che sia P"cos. a": P"cos.Pr' 

= f'" :gff, e perciò avremo 

2'' P" COS. a''- f'' P COS. p"= o, 
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supponendo g:', f" due qualunque quantità eguali ai lati 

paralleli ad ME', MX del rettangolo composto intorno al 

raggio dell' archetto b b"', il qual raggio sia preso per dia- 

gonale di quel rettangolo. Nell'istessa guisa acciò sia im- 

pedito al punto C il descrivere 1' archetto ccu'spontanea- 

mente, e senza estraneo impulso , essendo il detto punto 

agitato dalle forze tra loro normali, e parallele ai due assi 

P"' COS. a"', P'I'cos. @"l, converrà, che abbia luogo l'equa- 

zione 
g// pm &l//- f m  p?// 111- 

COS. 05 - 0 ,  

supponendo che f"', 2"' sieno i lati paralleli alle MX, MY 

di un rettangolo forinato intorno al raggio dell'arco cc"', 

il qual raggio sia la diagonale di quel rettangolo. 

Queste due equazioni, ora ritrovate unite a quella ( I )  

del 8. XIX. esprimeranno le condizioni dell'equilibrio dei 

tre corpi, aggiungendovi le condizioni della variabilità 

delle distanze, e quelle della invariabilità relative all'equa- 

zione ( I )  predetta ; e a similitudine di quello, che ab- 

biamo fatto al g. XIX., ove le tre prime esprimevano le 

condizioni dell' equilibrio , e le cinque ultime rappre- 

sentavano l'invariabilità delle distanze ; così pell' ipotesi 
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attuale presencei-erno prima Ic equazioni  i-clativc o i i ' r su i  - 

librio, ed in seguito q u e k  appartenenti allc dimiize.  

Avanti di esporre le equazioni d i  condizione pcr l'e- 

quilibrio, sark utile i l  far conoscere le due indicate nel 

S. XXXIT, delle quali si è stabiIito la forma, ma le quan- 

tic& js'',g", f'", g"' non si sa bene cosa sieno, e debbono di- 

pendere dai vari spazi b b', C;', che possono pel dato im- 

piilso pcrcorrere i corpi, e dei q u a l i  spazi b h"', C C"' so- 

no  respettivamente una delle compsnenti. A tale og- 

getto suppongo adunque, che il corpo b abbia pel dato 

impulso percorso lo spazio b b', resultante dei due b b", 

b l>"'. Osservo che lo spazio bb' decomposto secondo i due 

assi, produrrà le variazioni, o differenze delle coordinate 

del punto b ,  e che tali diffèrenze sai-anno ?.v", Jy"; lo spa- 

zio h 6" produrrà le differenze v.x", uy"; e lo spazio bl'" 

produrrà le $'x", Si"; avvertendo, che per distinguere 

tra loro le variazioni, o differenze prodotte dagli spazi 

bt', bb", bb"', ho  adoprato respettiiamentc le cai-atteristi- 

che 8, v ,  S', cos ixhè  anco per gli altri  corpi si osserverà 

la stessa classrizione , e le variazioni prodotte dagli spazi 

bb', cc', saranno Ix", Liy", d"x"', 9"'; quelle prodotte dagli 

T 
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spazi respettivi componenti bb", cc" concentrici ad a a', 

saranno vx", vy", vx"', ?y'", e quelle prodotte dalle altre 

varie componenti respettive, cioè b b"', cc"', saranno 8%') 
C /  t' 

Ci y , &"', $.i"'. 
5. xxxv. 

Le variazioni denotate dalla caratteristica v ,  essendo 

q~ielle dipendenti da un moto, che si suppone essere lo 

stesso di quello, che avrebbe luogo se le distanze fossero 

invariabili, avranno tra loro le relazioni appartenenti a 

quella ipotesi , e quindi sussisteranno le seguenti equa- 

zione analoghe alle ($), (s), ( 6 ) ,  (z), (8) del S. XIX , cioè 

xfEx' +y'$yl= o 
I ,  I 

,Y'UY" - x ?y = O 

- X  J y = o  X~UY"' /'' ' ' 
y'1,x" - y " Si%'= 0 

yIv.d"- y"/&/= 0 , 
dove la prima equazione, e tutte le variazioni apparte- 

nenti al primo punto, sono rimaste colla medesima ca- 

ratteristica , perchè, come abbiam notato sopra , essendosi 

i' origine deIle coordinate posta nel centro dell'arco aa;  le 

variazioni prodotte da questo spazio sono dello stesso 

genere, e meritano quindi 1' istessa caratteristica , che 

quelle nate dagli spazi b b' , C C'. 



Tra le variazioni denotate colla caratteristica 8 ,  e che 

nascono dagli spazi aa', bb', cc', vi  sono per ipotesi delle 

relazioni espresse dalle equazioni del g. XXIII , le quali 

per maggiore facilità ed eleganza si ridurrano ad una for- 
I' ma più semplice, facendo m'= o, r'= o ,  m. = o, r"= o,  e 

variando l'implicito valore di n', s', n", s" in maniera che 

si conservino I' istesse le ragioni tra &', J'y"; W ,  +"' ; 
Jx', 8 ~ " ;  ax', 8x"', onde queste variazioni esprimenti la 

possibilità in cui sono i punti di vasiare le distanze per 

un dato impulso, so mrninistreranno queste equazioni 

X'J'X + y'y = o 

x'ù'y " - ( xf'+ n' ) Q'= o 

X'J'37't- ( p+ 11'' ) aY'= 0 

y'&" - dpi"-J- s') $x'= o 

y'Jk"'- (y"'+ s") 8x'= o 

dove la prima, per le ragioni notate precedentemente, è 

la stessa che la prima di quelle relative alle distanze inva- 

riabili ; e quindi le equazioni del 5. XXV. diventeranno 



g. xsxvrr. 

Finalmente si troverà ancòi-a la relazione che passa 

tra le variaioni denotate colla caratteristica Y, osserb an- 

d o ,  che gli spazi b b"', C C"', i quali produccno tali varia- 

z ion i ,  unitamente agli kpazi b t", cc", che produc,,no le 

variazioni denotate colla caratteristica V ,  sono resyettiva- 

mente componenti degli spazi bb', cc', che producono le 

variazioni colla caratteristica $ ; dunque essendo b b', C C' 

resultanti da b b", bb"', e da cc", cc"', converrà che sia 
I/ 

S'x" + v x = J'x", Yy"+ uy"= Jy", e quindi avremo S'x" : 

Si"= h"- vx" : S Y I f -  v y " ;  ma dalle equazioni del 9;. XXXV. 

Si prendano adesso dall'equazioni del g. XXXVI. i 

. , y' I ,  / , x' / I  

\.i~lori 8x = $2 S - --7 6 , e sostituiti nella y + &  >J ' - , . / + ,  

precedente snalocia , aure rno 6X" : b j"= W- 6r" : 
y"+ s' 



t ,  

.Y ,I s'>x" C ' " aY" 9 = -- .-p n Oy , . Ma dalla penultima equa- 
x"+ n' y", s' ' X"+ 

8x" JY'" 
zione del medesimo g. XXXVI. abbiamo = - - - 

Y i - s  %"T n' 

dunque la precedente analogia si ridurrà alla seguente 

Yx":  8y"'- - .  s'. - n'; e quindi si ottiene l'equazione 

e nel modo istesso, e seguendo 1' istesso procedere, itnpie - 
gando le analoghe opportune equazioni, si otterrà per il 

corpo C l'equazione 

onde ancar tra queste variazioni designate dalla caratte- 

ristica 8' si viene a rendere palese la relazione. 

Per determinare adesso per mezzo delle quantitb 

n', s', n", s", le quantità f", f"', g", g"', si supponga , che 

1' archetto componente bb"' ( e 1' istesso discorso si potr i  

ripetere per l' altro analogo componente C C"') sia rappre- 

sentato drill' archetto parimenre infinitesimo AA',(Fig 2.). 
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Si conduca la A'B normale alla linea AX parallela all'asse 

delle x ,ed avremo AB= S'x", A'B = S y .  L' arco AA' per ipo- 

tesi non può descriversi dal punto, o corpo corrisponden- 

te ,  e dunque per il teorema del g. XXXI. le forze Prrcos.a", 

Pncos. p" dalle quali è agitato, stanno tra loro comef": g", 

cioè come AD : AE, cioè come i lati paralleli agli assi, di 

un rettangolo formato con la diagonale AC,che è il raggio 

dell'arco AA'; ma per i triangoli simili abbiamo-h": S'y" 

= AE : AD;  e si noti che conviene il segno negativo ad 

uno dei primi termini, che sono variazioni dei due secondi 

di questa analogìa , perchè se il primo è in. aumento del 

terzo, il secondo è in decremento del quarto e viceversa. 

Quindi avremo - J'x": Si"= P"cos. p" : PUcos. a"; ma nel 

4. precedente trovamma - d'x": $ y"  = s': n' ; dunque 

finalmente sarà s': n'= PJ'cos. p" : P'' cos. a", ed avrà luogo 

l' equazione s' P" cos. a"-- n'P" cos. P" = o ; e nella stessa 

guisa si troverà per il corpo C l'equazione s~*P'"cos. i'- 

li' P"' COS. P'/'= o ,  onde finalmente si sono assegnate le 

f ", f "',g", g"', e stabilite in termini corrispondenti 

alle ipotesi delle distanze comunque variabili fra i tre corpi 

costituenti il sistema, cioè in termini composti delle quan- 

tità n', n", s' , s", tutte ie equazioni, che doveano tra esse 

aver luogo, per soddisfare alle condizioni dell'equilibrio. 
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g. XL. 

Saranno adunque tutte le equazioni dell' equilibrio 

come appresso. 

( I )  P' cos. a'+ P" cos. P"+ P'"cos. a"'= o 

(3) P' (x'cos. P'-y'cos. a') +P" (~"cos.  p"-~"COS. a") 

(4) s'P" cos. a"- n'P" cos. P"= O 

(5) S" P"' cos. a"'- n" P"' cos. P"'= O 

(6)  x' 8 x'+ y' Sy'= o 

(2) x' 8y"- ( x"f n' ) 8y'= o 

(8) x' &y"'- (xt'.'+ n") 6y'= o 

(9) ~ '8%"-  ( y q -  S I )  Sx' = o 

( I o)y' dx"'- (y"'+ s" ) Sx'= o 

( I I ) x/uy'/- xl/Sy'= O 

/'Pb / ( I 2) x/i-yt''- X 'y = O 

( 13) ylux"- y'/$x/= O 

( I  4) y 'ux"'- y"'8x' = 0 

/ f / I  (15 )  n'J"x"$ s Jy =o 

( I  6 )  n"J"x"'+ s"8y0'= o. 



Ad oggetto di raccogliere adesso l'equazione dei mo- 

menti dedotta dal Principio delle Velocità Virtuali, gio- 

verà prima il fire qualche considerazione sopra le equazio- 

ni precedenti, e rilevare più intrinsecamente l'influenza 

che esse hanno nel fissare le condizioni dell' equilibrio. 

Le equazioni ( I )  e (2) è chiaro che impediscono il moto 

progressivo, che il sistema tutto insieme, e come se fosse 

a distanze costanti, potrebbe prendere , non occorrendo 

entrare in detraglio intorno ai particolari moti progressi- 

v i ,  che qualunque dei punti fosse per avere, per& que- 

sti esigerebbero delle equazioni per quanto differenti nel 

numero dei termini, analoghe aella forma a quelle due, 

e perciò trattabili come queIle, ed altronde intesa l'analisi 

dei moti rotatori non vi è difficoltà per i progressivi, i 

quali non sono che rotazioni per un arco infinitamente 

grande. 

S. XLII. 

L' equazione (3) insieme con le equazioni (6 ) ,  (I I) ,  

( I  2), (13) , e (14) impedisce che i tre corpi possano 

ruocare insieme di rotazione comune intorno all'origine 
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degli assi. 512 cjuesto iioil sei.: e pcr 19cc;uilihi.ia nel casq 

attuale che Ic distanze sono variabili, ~ n d e  iri f i t t i  6 ccn- 

venuto dalle prcdctte equazioni ( I  I ) ,  ( I  tz), ( i  3) , e  (I+) u- 

nitarnente alle ( I  j) , e (16) dedurne le due (4), e (s), che 

rappresei-itano l' impossibilità in cui sono i corpi 6 , C di 

rwtare intorno ad altri punti, i quali non scno quello ove 

è il centro, o origine dcgli assi ; e quindi per il Principio 

esposto n1 g. XXVIII, essendo ad essi impedito il inotb 

per due diverse direzioni, qualurique moto in quel piano 

diventa impossibile ; e l'equilibrio adunque in tutti tre i 

corpi è stabilito, mentre l'equazioni predette ( I  I ) ,  ( r  2), 

(13), e ( 1 4 ) ~  oltre all'impedire insieme con l'equazioni 

(3) , e ( 6 )  il moto comune di rotazione, servono a de- 

durre le equazioni (4), e (5), che impediscono le rota- 

zioni parziali. 

Per trovare l'equazione dei momenti, posto che si 

verifichino le equazioni ( I ) ,  (2) , (3), (4), e (5), suppon- 

gasi, che per un impulso i tre corpi abbiano descritto nel 

senso dei due assi, gli spazietti infinitesimi , determinati 

dalle equazioni, che seguono le precitate. Ciò posto, dalle 

equazioni (z), (8), (9). e (IO) , avremo 

v 



x'8yJ y3x8 
e considerando che x*= -- , y' = -- -- , potremo 

82) 83' 

sostituire per tutte le coordinate, che sono ne!llequazio- 

ne (3) i loro ritrovati valori, ed otterremo la trasformata 

seguente 

I 

Y' I - , ( PrG*"cos. a'+ P"8x"cos. a"+ P"'SX'~'COS. a"') > = o 
8% 

- n'P" cos. P"- n"P'" cos. Prr' 
I 

-+ s'P//cos. x"+ s"Pvr cos. a"t 
4 i 

5. XLIV. 

Si osservi frattanto, che le prime due righe di que- 

sta trasformata , mediante l' equazione (6) , sostituendo 



x' -- J' in vece di - 
8%' &C' 

e supponendo, che dr', d ~ " ,  drr"' 

sieno le variazioni occorse nella direzione delle forze per 

i moti rotatori, e riducendosi a memoria le solite formole 

P'6.x' cos. a'+ P18y'cos. P'= P'dr' 

P"&':" COS. ar'+ COS. p"= P"dT" 
p"'~,:""COS~ &//I+ p'/'= P"'&'/' 

quelle due prime righe, io dico, si riducono alla forma 

x ' 
seguente, - ( P'dr'+ P"dr"+ P'"dr"') , che è la somma 

$Y' 
dei momenti rispetto ai moti rotatosi, e che dunque non 

sarà = o ,  se non saranno per se stesse = o le altre due 

righe della suddetta trasformata. 

g. XLV. 

Si avverta adesso, che di tutte l'equazioni del g. XL, 

non si i ancòra fatto uso; dunque non si sono introdotte 

le condizioni tutte dell'equilibrio, ma facendo conto delle 

due equazioni ((4). e (51, le quali si sono ottenute dalle 

a h e ,  'che ancòra non hanno avuto luogo nel nostro cal- 

colo, e quindi introducendo tutte le condizioni dell'equi- 

l~ibrio, si trova la somma di quelle due equa~ioni eguale 

alle due uighe ultime della precedente trasformata, le quali 
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cfu? righe adunquc appena dato luogo a tutte le condizioni 

dcll' equilibrio, si ridurranno per se stesse = o ,  e lasce- 

ranno la somma dei momenti dipendenti dai moti rotato- 

x' 
ri = o , mentre la trasfiwmata divisa per diventerà 

JY 
P'drf'+ P"d T"+ P"'drf''= o ; onde aggiuntivi i momenti 

procedenti dai moti progressivi ( cotne per le cose prece- 

dentemente spiegate è molto facile) ne risulterh anco per 

questo sistema a distanze comunque variabili l'equazione 

medesima dei momenti, che si deduce dal Principio delle 

Velocita Virtuali. 

8. XLVI. 

Che se in vece di essere il sistema a distanze varia- 

bili rispetto a tutti tre i corpi, due di essi, per esempio, 

b, e C fossero tra loro a distanze costanti, ma variabili 

rispetto 311' altro a ; in tal caso le due equazioni (4) , e ( 5 )  
non avrebbero luogo sepaocamente, ma non per questo 

non :i troverebbe nella stessa guisa = o la sonma dei mo- 

menti . In fatti, se i corpi b , e C siano tra loro a distanze 

invariabili, sarà sempre vero nonostante, che gli spazi 

qualunque, essi fossero per descrivere in virtù d' un inde- 

terminato impulso, cioè b b', C C', si potranno considerare 
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' I  come resultanti dei due b b", c c , e b D"', c G"', i primi con- 

centrjci a!l'arco a a', e descritti d' una rotazione egunle , 
e comune col corpo a a', e gli altri due, cioè b b"', c C"' 

descritti per una rotazione comune ed eguale intorno ad 

un medesimo punto, ma diverso da quello intorno a cui 

è seguita la rotazione a a'. 

Ciò pdsto, essendo per ambedue questi corpi I'istesso 

punto C ( Fig. 2 ) quello, inrorno a cui si esercita la rota- 

zione b b"', cc"', ed essendo f ", g", j"", g"' le coordinate 

parallele agli assi delle x , e y , e referite a questo punto C, 

I chiaro, che acciò queste rotazioni b b"', C C"' non possa- 

no senza impulso estraneo spontaneamentb aver luogo, in 

vece delle due equazioni (4), e (5) dependenti dal Teo- 

rema do1 5. XXXI. converrà che abbiano luogo le equa- 

zioni seguenti 

P" ( gf'cos. a''-f" cos.p")+ P "' (g'" cos.a"'-$"Cos.@"') = o 

' I  f ' I  g 6y + f "d'xf'= o 

'I' ' l / /  1'' 1 ' /E . -  

g ay Sf $ #  - 0  

f/8yyf//-ryy// = o 

X = O .  



Seguendo adunque l' analisi relativa a i  sistemi a di- 
stanze invariabili, avremo 

onde l'equazione prima del g. precedente, mediante ,le 

sostituzioni di questi valori delle f", fu', g", g'" ec. di- 

venterà 

g " - (P" cos. a"YxU+ P"' cos. aW'ò"x'" ) 
YX~'  

e per i' equazione seconda del medesimo 5. precedente, 
/ I  

- " , avremo essendo - - - - 
8 x" $i'' 



+M 159 he 
5. XLIX. 

Ma dalle equazioni (15), e (16) del 5. XL. abbiamo 

venterà 

cioè 

onde sostituendo questi valori la nostra trasformata di- 

,ir'/ + -, ( s"Prr' cos. a"'- n"P"'cos.P"' ) = o ,  
n 

onde per ridurre l'equazione proposta alla forma oppor- 
/ // tuna, non resta che dimostrare essere Q": 6y"'-n : n . 

A tale oggetto si consideri, che non potendo per 

ipotesi i due corpi b ,  c variare tra loro le dist~nze-, tale 
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condi~ioiie , che si è rappresencm per mezzo delle quattro 

ultime equazioni del 5 XLVI l , rispetto alle variazioni 

designate C caratteristica Y, è necessario rappresen- 

tarla anco rispetto alle variazioni designate colla caratte- 

ristica 8. Ora è chiaro, che otterremo questo, eguaglian- 

do ad una costante l'espressione di quella distanza, cioè 
p- 

i ( #"'- X" ) = + (9"'- y" )  ', ovvero ponendo = o il diffe- 

renziale di questa quantità, onde avremo 

( x"'- %" ) ( &+"'- &" ) + (3'"-y" ) ( ay"'- &y" ) = O . 

g. LI. 

Ma sottraendo l' equazione (p) del g. XL , dalla (i  o) 

abbiamo 

l / /  // (y"'+ su-y" - s' ) a*' J'x - 6x = - -- 
Y' 

e sottraendo l' equazione (7 )  del medesimo paragrafo, dal- 

onde sostituendo queste quantità nell'equazione del g. pre- 

cedente, e considerando, che per l'equazione (6) dal 

>J' = 6x' 4. XL. suddetto -, - - 
X 9' ' avremo 
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,( x"' x" ) (y"'+ s"-y"- s' ' -- I -- 
(,j,"'- ,J") (,v"'+ n"- x"- n' )  

c"iè x"'s"- x"'s/- x"s"+ ,v"s'=y n',,"- y"'n'IY y+Y'y, 

Ovvero (x'"- X" ) (s"- S' ) = (.y'"-y") ( n"- n') .  

g. LII. 

Suppongasi adesso, che i l  punto intorno a cui girano 

per rotazione parziale, e comune a loro due, i corpi b, C, 

sia situato in modo, che rispetto all' origine delle coordi- 

nate, sia esso distante nel senso delle x della quantità 5 ,  
e nel senso deIle y della quantità a dall'origine medesima ; 

è chiaro, che sarà x"=<+flf, x'"=$+ f ' ,y"=~+ g", 

y'"= $ g'"; e sostituendo tali valori nell' ultima equazio- 

ne del S. precedeme-, essa diventerà (f"'-y) ( I ' -  s') 

= (gl"- g") (nf'- n')  . 
g. LIII. 

Abbiamo per criiisa delle equazioni ( I  5 )  , e ( I  6 )  del 

5. XL, e delle equazioni seconda, e terza del g. XLVII, 

ed inoltre per le riflessioni sino al presente esposte, tra le 

quantitàf/', f "', g", g"', n', n", s', s" Ie relazioni seguenti , 
n' : s'=f" : cioè n'g"= s' fl 
*" : S"= f"' : g'/', =io& n"g"'= 

f "' 
,,"-. ,,' : s'=f"'- f" : g."'- g' 

X 
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cioè ( n"'- ) (g"'- g" ) = (,"- ) (f "- f' ) , 
e si tratta di dedurre quilidi le altre due relazioni 

n' f"'; n'y"', "'- A s"gr. 

La terza delle precitate tre equazioni esegiimdo la 

m01 tiplicazione diventa g"'n"- g"nM-- nfg"'-+n'g"= s"f"'- 
S//y - ,, fl"+ SI  J.// , e sottraendo da questa le due antece- 

denti si ottiene g"n"+ ng"= sUf'(f s'f"', e quivi  sosti- 

s'f" 
tuendo i valori di g"= - - ~ " f " '  , --- . , avremo 

li n' I 

cioè. f" ( s'n"- n's" - - - f"' ( s'n"- d'n' ) , 
n' n" 

onde finalmente f "nt'= f "'n'; e sostituendo i valori di f ,  f' 
in vece dei valori di g", p'"', si sarebbe egualmente otte- 

nuto s'gU'= ~"g' ' .  

5.  LV. 
/ I I / # -  /I I ' E  Avremo pertanto l'equazione n 8y - n 8 J , onde 

,i'/ 
di videndo per 'y, o per - (che è I' istesso ) la trasfor- 

n" n' 
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mata ultima del g. XLIX., essa finalmente diventerh 

s'Pncos. a"- n'P"cos. P"+ ~"P"'cos.a~''- n"Pr"cos. p'"= O , 
la quale risulta da tutte le condizioni necessarie per im- 

pedire la rotazione parziale, ma comune ai due corpi b ,  C, 

e perciò nell'istessa guisa, che le due (4) , e (5) del $XL, 

per l' ipotesi delle distanze tutte variabili, adempiono in- 

sieme con le altre alle condizioni dell' equilibrio, così 

nell'ipotesi attuale della distanza costante tra due dei cor- 

pi del sistema, vi adempie, insieme con l'altre, l'unica 

precedente equazione, e perciò 1' equazione dei momenti 

sì raccoglie egualmente in questa, ed in ogni altra ana- 

loga circostanza. 

Nella prima parte trattandosi di sistemi a distanze in- 

variabili, per i quali erano note l' equazioni di condizio- 

ne dell' equilibrio, il dedurne l' equazione dei momenti , 
non ha presentato altra difficoltà, se non quella di espri- 

mere analiticamente tale invariabilità di distanze, e ridur- 

re ad una sola tutte le equazioni occorse. Nell' ipotesi at- 

tuale delle distanze variabili, è convenuto inoltre princi- 

piare dal fissare le equazioni condizionali dell' equilibrio, 

e della variabilità delle distanze, scegliendo fra tutte le 
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possibili maniere quella, che poteva presentare equazio- 

ni condizionali dotate d'una generalità tale da ridwsi a 

qualunque iinaginabile sistema, o ammasso di  molecole 

materiali in equilibrio. Siccome peralcro ciò che fino ad 

ora si è dimostrato di tre corpi in un piana istesso, yo- 

trebbe senza difficoltà estendersi ad un numero qualsivo- 

glia di corpi nel piano medcsimo, ma forse non sarà 

sempre facile estenderlo ad altrettanti corpi, o punti in 

equilibrio, e mobili in tutti i sensi, così gioverà presen- 

tare la questione come segue in tutta la pussibile geneia- 

l i& ,  avvertendo, che per chi abbia penetrato lo spirito 

del metodo, 1' estendere il numero delle equazioni 81 casa 

di una maggiore quantità di ccrpi, o punti, non sarebbe 

che un allungamento inutile di' calcolo, capce  di abha- 

gliare gli occhi piuttosto, che d' illustrare ulteriormente 

la materia in  questione. 

S. LVIh 

Suppongasi adunque con tutta la generalità un siste- 

ma composto di quanti si vogliano corpi, o punti in  equi- 

librio, agirati da forze comunque, e suppongasi, che roin- 

pendosi requilibrio, possano i detti punti variare le respet- 

tive distanze, moveadosi in tutti i sensi. Si concepiscano i 
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soliti tre assi delle x ,  .y , z , e che decomposte parallela- 

mente a ciascheduno di essi assi le forze P', P", P"'ec.,  

applicate a l  primo , secondo, terzo ec. corpo, o punto del 

sistema , sieno respettivatnente P' cos. a' , P" cos. a" , 
P'"cos. a"éc. ; P'cos p', P"cos. F", P'" cos. S"'ec. ; P'cos. y', 

Pf'cos. y", P1"cos. y"' ec.; di maniera che le dire-z ioni delle 

suddette forze P', PV,,P"'ec. facciano coll'asse delle x gli 

angoli a', a", a"' ec. ; coll'asse delle y gli angoli  /i?', P", 
P"' ec.; e con quello delle z gli angoli y', y", yU'ec. 

Qualunque moto passano prcndere nel rompersi I'e- 

quilibrio i punti componenti il sistema, tali moti potran- 

no sempre referirsi a ciascheduno dei tre piani delle x ,  y ,  

delle x ,  x , e delle y , z . Ciò posto, stando il sistema iri 

equilibrio, se questo per un i:npulco si venga a rompere, 

I' equazioni relative all' equilibrio, ed alle variabiii distan- 

ze, il tutto referito al solo piano delle x ,  y , srranno le 

seguenti , supponendo che l'origine delle coordinate sia 

i n  quel punto, intorno a cui il primo corpo, o punto del 

sistema eseguisce la sua rotazione intorno all'asse delle z ,  

o sia la sua rotazione referita al piano delle x,y. Tali equa- 

zioni adunque saranno 



( I )  P'cos. a'+ P'' cos. a"+ P"'cos.a"'+ ec. = o 

( 2 )  P'cos. P'+ P'cos. p"+ P"cos. p'/'+ ec. = o 

(3) P' (x'cos. P'-y'cos. a') +P" (~"cos. P"-y"cos. a") 

+ P"" ( x"'cos. P'/'- y"' cos. a"') + ec. = o 

(4) s' P" cos. a"- n' P" cos. P"= O 

(5) d' PU'cos. a"'-- n" P"' cos. P"'= O 

ec. 

(6)  x' 8x'+ y' &y'= O 

(7) x' >yU- i'+ n' ) ay'= o 

( 8 )  x' 8y'"- (x"'+ n" ) $y'= o 

(9)  y'8x"- ( y"+ s' ) 8x' =. o 

( I o) y' dx"'- (y"'+ s" ) 6x'= o 

ec. 

( 1  I ) x'uy"- x?jl'= o 

( I  2 )  x'21y'"- x'"&' = o 

( I 3) y' ux"- y"8xL O 

( I 4) y'ux'"- y'/'8x' = o 

ec. 

( I  5 )  n'$lxr'+ s'Yy" = O 

( I  6 )  n"J"x"'+ s"$y'"= o. 

ec. 



5. LIX. 

Quanto ai moti referiti al p i a n ~  delle . x ,  z: ,  e in con- 

seguenaa per i moti progressivi nel senso del!e x ,  e del- 

le z ,  e per i moti rotatosi intorno all' asse delle y , uvre- 

mo un'altra serie di  equazioni analoghe alle precedenti . 
Ma comecchè nel senso delle x per tal moto rotatorio 

vi saranno delle variazioni, che potranno esser diverse da 

qiielle occorse in questo medesimo senso per il  moto ro- 

catorio intorno all' asse delle z ,  così diveidicheremo le 

caratteristiche delle respettive variazioni , o differenze, e 

porremo r in vece di v ,  A in vece di >, e A' in vece 

di 6'. Inoltre, sicconie la rotazione del primo corpo re- 

ferita a questo piano può succedere intorno a d  un asse 

parallelo è vero alle y , ma distante da  esso, corpo non 

egua1:cente che quello, intorno al quale è srguita la ro- 

tazione del medesimo corpo referita al piano delle x,y, 

così supporremo, che tal distanza in vece di essere x', 
. I e z', sia ,x * t ,  zf*C,  ed in conseguenza varieranno re- 

spettivamente tutte le corrispondenti equazioni. Di più, 

a fine di esprimere la variabilità delle distanze per i moti 

occorsi in questo piano, norr potremo servirci delle me- 

desime quantità n', n", s', s", che servono per rappresen- 



+$( 168 )+ 

tare tale variabilità nel piano delle x ,  y ; onde prendere- 

mo le quantità m', m", r', r" per la corrispondente attuale 

significazione della variabilità delle distanze nel piano del- 

le x ,  z .  Finalmente l' equazione ( I )  del §. precedente si 

ripete nella seguente serie d' equazioni , per completare 

l'enunciazione dei moti progressivi comuni a tutti i corpi, 

e referibili al piano delle x ,  z ; e gioverà rammentare, che 

dei moti progressivi parziali appartenenti più ad uno dei 

corpi, che ad un altro, non si dettagliano I' equazioni, 

perchè si è notato come ciò possa alle occasioni supplir- 

si, e sarà in seguito ancòra più facile il convincersene. 

S. LX. 

Previe le avvertenze sopraenunciate , saranno adun- 

que facilmente intelligibili le seguenti equazioni relative 

al piano delle x ,  z. 



( I )  P'cos. a'+ P"cos. a"+ P1'/ccs. a'"+ ec. = o 

( 2 )  P' cos. y'+ P"cos. y"+ P"'cos. y"'+ ec. = o 

(3) P' (x'cos. 7'- z'cos. a') +P" (x'kos. 7"- z"c0s. a") 

+ Pf"' (x '~'  COS. y"'- z"' COS. a f" )  + ec. = o 
I /  (4) r' P" cos. a"- m'P cos. o 

( 5 )  r" P"'cos. a"'- m" P"' cos. y"'= o 

ec.' 

(6)  ( x '+ t )  AX'+(Z'+<) &'=o 

(2) ( xr+ f: ) Wr- ( xr'+ + m') 6z' = o 

(8) ( x'+ 4 ) J'z"'- ( .zcU'+ + m" ) 8z'= o 

(9 )  ( z ' + ~ ) A x " -  (z"+ c+r') AX'=O 

(IO) - ( d i  C) &v"'- (z'"+ C+ r") AX'= s 

ec. 

( 1 1 )  (x'+g) vzr/-(x"+f:) Szl =o 
( I  2 )  ( x f+  f : )  vz"'- ( x'/'+() $2' = O 

(13) (z9+{) TX"-(z"+<) AX' = O 

( I  4) ( z'+ <) ( z"'+ 3) Ax' -= 0 

( I  5) m'dk"+ r'8"zU= o 

( I  6 )  rn"~~x"'-+- r' $"zfl's. O 

ec. 

Y 



g. LXI. 

Rispetto finalmente ai moti refcribili al piano delle 

y , z ,  avremo un7 altra serie di equazioni . E siccome nel 

senso delle y ,  e delle z vi saranno per i iqoti rotatori in- 

torno al17 asse delle x delle variazioni, che potranno essere 

diverse da quelle occorse nei medesimi sensi per i moti 

rotatori intorno all'asse delle z ,  e a quello delle y ,  e re- 

fcribili quindi agli altri due piani, così converranno sem- 

pre le caratteristiche A ,  A', T . Rispetto al designare la pos- 

sibilith che ha il primo corpo di ruotare intorno ad un asse 

parallelo alle x ,  ma distante da esso primo corpo più di 

quello, che fossero dal medesimo distanti gli altri due assi 

intorno ai  quali zbbiamo considerato la retazione , suppor- 

remo, che tale distanza invece di essere y , e z  , sia y * p ,  

e z + v .  Si avverte ancòra , che a fine di rappresentare la 

variabilità delle distanze per i moti rotatori rcferiti a que- 

sto piano delle y, z , ci serviremo delle lettere q', q ,  t', t", 

che corrisponderarmo rispetto a questo piano, a quello che 

rispetta al piano delle x ,  z  sona l e  quantith, m',m", r',r"; 

e rispetto al piano delle x ,  y sono le quantità n', n", s', s". 

Finalmente si ripere qu ì  l'equazione (a) del g. LVIII. per 

completare i' enunciazione dei moti progressivi comuni i 
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tutti i corpi, e referibili al piano delle y ,  z ,  rimettendoci 

quanto ai mori progressivi parziali a quello che si è ac- 

cennato precedentemente. 

g. LXII. 

Saranno pertanto le equazioni relative al piaao del- 
le y, z ,.come appresso. 



( I )  P' COS. p'+ P" COS. p"-/- PU'cos. P"'-/- ec. = o 

( 2 )  P' cos. T'+ P"cos. y"+ P"' ccs. y "'+ ec. = o 

(3) P'(yfcos. y'- z'cns.p') 4- P"(y"cos. y"- z"cos. p") 
$ P'" (~" 'cos .  T"'- ~"'cos. P"') + ec. - o 

(4) ~'P/'cos. P''- q'P"cos. T" = o 

( 5 )  tf'P"'cos. p'"- q"P"'cos. T"'= o 

( 6 )  ( y'+ p )  Ay'+ ( z'+ v ) AZ' -- o 

(7) (Y'+ P ) AZ'/- ( ~ " f  P -k i) AZ'= 0 

( 8 )  (y'+ p ) AZ"'- (y"'+ p + q") AZ' = o 

(9) ( Z ~ + Y ) A ~ " - ( Z " + Y + ~ ' ) A ~ ' = O  

( ' O )  ( z q - v )  A y ~ " - ( z ~ / ' + v + f l ' ) ~ y ' - o  

ec. 

( I  I )  (9'-1- p ) YZ"- (Y"+ p )  AZ'= O 

( I  2 )  (9's- p ) UZ"'- (yW'+ p ) AZ = 0 

(13) ( z '+Y)  T-"-(z"+Y) ay'=:o 

(14) (~ 'S .Y )Y~ '~ ' - (Z" ' -+-V)  ~ y ' = o  

( I  5 )  qfny"+ t'n'z" o 

( I  6 )  q"a i"'+ t"n'Z/"'= o 

ec. 



0. LYIII. 

Stabilite cosi l' equazioni necessarie, dalle quali si 

deduce come secondo le occorrenze possano aversi le 

altre, che abbisognassero, a norma di quanto si è per 

esempio esposto al g. XLVI , e seguenti, raccoglieremo 

l'equazione dei momenti nel tnodo seguente . Dalle equa- 

zioni ( l ) ,  (8), (p) ,  e ( IO)  del $. LVIII. avremo i seguen- 

ti valori 

ec. 

x 8 '  , y'6x' 
e considerando, che x' = -- ,y=-- , potremo 

$Y' J'x' 

sostituire tutti i valori delle coordinate, che trovansi nell' 

equazione (3) del g. LVIII. medesimo, ed essa resterà 
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trasformata come appresso 

-- Y', (Pt8~'cos.a'+ F<.6x8'~os. L+ P"'8xrIC~s.af4~+ ec.) 
6x 

- n'p" cos. P"- nr'P"/cos. P"' 
+ s'P" qos. a"+ s"P"'cas. a"' 

ec. 

Parimente dalle equazioni (2) , (8), (9 ) ,  e ( I  o) del 

8. LX. avremo i valori seguenti 

ec. 

ec. 

x'+ t 1 8%' e considcmndo in oltre, che x' = - - -  6 z' t'¶ 



' ( z ' S < ) ~ x /  - - - 
M - C, potremo trasformare l' equazione (3) 

AX' 

del 5. suddetto, ed essa diventerà 

-- Z ' + t ( ~ ~ a x ~ ~ ~ ~ . a + ~ u ~ ~ ~ ~ . ~ ~ r +  ~"Ax'"cos.a"+ ec.) 
AX' 

- f ( P'cos. y'+ P"cos. yf'+ P c o s .  ym'+ ec.) 

+ ( P' cos. a'+ P"cos. a"+ P"'cos. a"'+ ec. ) 

- m'P" c0s.y"- mr'P"'cos. y"' 

-f- r'P"cos. a/'-+ rf'P"' cos, a"' 

ec. 

Finalmente dalle equazioni (T), (a), (g) , e ( I  o) del 

S. LXII, ricaveremo i valori seguenti 

ee.. 

.d" = ( zP+ v )  Ay" 
- v - t 9  

AY' 



z"'-. - ( z'+ v ) AY"' -- / I  

v - t  

(.y'+dAz' ed avendosi y =: --- - (z'+ v )  AY' p ,  z'= -- - v ,  
A X' LY' 

potremo con questi valori sostituiti nell'equazione (3) del 

medesimo 8.  LSII. ottenere la trasformata seguente 

g. LXVI. 

Sommando adesso insieme queste tre trasformate , 
avremo 



.X' 
O = -( P'cLy'cos. P'+ P"G~"COS.P"+P"'S~"'~OS. p"'+ ec.) 

tv' 
Y/ - L- ( Pf8x'cus. a'+ PJ'8x"cos.a"+ P"'8x"'cos. a"'+ ec. ) 

6x' 

+ s'P" cos. a"- n'P"cos. p'' 
+ s"P"' cose &"'- cosa P"' 

ec. 

+ r'PUcos. a"- m ' P  cos. y" 
+ r"p"'cos. m"P"' cos, 

ec. 

+ t'P"cos./3"- q?" cos. y" 
+ tr~p"'cos, P"'- 4"p//' cos. y"' 

ec. 

- t (  P'cos. yf+P"c0s. y"+ P"'C0S. y"'+ ec.) 

+ ( P' cos. a'+ P" cos. a"+ P"' cos. a'"+ ec. ) 
- p (P' cos. y'+ P" cos. y"+ P"' cos. y"'+ ec. ) 
+ v (P' cos. P'+ P" cos. p"+ P"'cos. P"'+ ec. ) 



g. LXVIT. 

Ora si avverta che verificandosi le equazioni espri- 

menti l' equilibrio contenute nei $g. LVIII , LX, e LXIT. 

le dieci ultime righe delIa somma (esposta nel g. prece- 

dente) di queste tre trasformate sono per se medesime =o. 

Jn fatti tutte quelle affette delle quantità f:, C,p, W ,  sono l'e- 

quazioni ( I )  ,o  ( o , )  esposte in ciascheduno di quei ere para- 

grafi ; e perciò svaniscono Spontaneamente . Le altre sei ri- 

ghe sono la somma delle equazioni (42, e (5) parimente 

contenute in ciascheduno dei tre sopraccitati paragrafi, le 

quali equazioni sono i v i  state poste separatarnente, per 

maggior generalità ; ma in ciaschedun caso, in cui dipen- 

dano una dall'altra, e perciò i respettivi punti del sistema 

abbiano qualche corrispondenza nei loro movimenti, si è 

esemplificato nel 5. XLVI, e seguenti come nascono le 

equazioni necessarie a rappresentare quella precisa corri- 

spondenza, e come il procedere, e la sostanza del metodo 

resti i' istessa . 

Ridotta adunque la somma delb tre trasformate alle 

sole sei prime righe, e considerando che quelle restano = o 
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non solo tutte insieme, ma ancòba separandole:, come se- 

gue, a due a due, cioè le prime due insieme, la terza, e 

la quarta insieme , e la quinta, e la sesta insieme, in virtU 

delle equazioni (6) , che sono in ciascheduno dei §S. LVIIIj 

LX, e LXII, avremo 

onde quelle sei prime righe diventeranno 

O = P' COS. a' (J'x'+ AX' ) f- P" COS. a" ( $~''+AX') 
_t_ P"' cos. or"' ( J'x"'+ ~ x " '  ) + ec. 

-/- P'COS. p'(&'+Ay') + P" cos. p" (W+ AY") 

+ P'" cos. P'" ( &I'"+ ~y"'  ) + ec. 

+ P'cos. y' ($L+ AZ') + P" cos. y" (W+ AZ" ) 

+ P'" COS. y"' ( Sz"'+ AZ"' ) + ec. 

g. LXIX. 

Suppongasi adesso moltiplicata I' equazione ( I )  del 

g. LVIII. per la variazione, che possa essere seguita nel 

senso delle x per il moto progressivo comune di tutto il 
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sistema, ed in oltre se li aggiungano tutte le equazioni 

parziali moltiplicate per le respettive parziali variazioni, 

occorse nel medesimo senso ai vari punti del sistema, t 

sia la somma di tali equazioni 

P'COS. a'Dx'+ P"cos. a"Dx"+ P'cos. a"'D.x"'+ ec. = o. 

I n  simif guisa operando nelle equazioni (2) del 5. LX , 
e ( I )  del 9. L X I I ,  si avranno le somme delle equazioni 

appartenenti ai moti progressivi comuni, e delle equa- 

zioni appartenenti ai moti progressivi parziali , moltipli- 

cate per le respettive variazioni comuni, e parziali, che 

saranno nel senso delle y 

P'cos. P'Dy'f P"cos. p"L)y"+ P"'cos. P"'Dyn'+ ec. = o , 
e nel senso delle z 

p'cos, y'Dz'+ P"cos. y''Dz''+ P"'c~s.~"'Dz"'+ ec. = o . 

g. LXX. 

Sommando adesso queste tre equazioni con I'equa- 

zione del g. LXVIII, e supponendo, 

Sx' $ AX' + Dx' = dx' 

Sx" + AX" +'Dx" = dx" 

a%'//+ A,'/'+ DX"= &"' 

ec. 



82' -+AZ' $ Dz' = dz' 

82" + AZ" + Dz" = dz" 

&"'+ AZ'"+ Dz'"= d i M  

ec. 

avremo 

O = P'cos. a'dx'+ P'cos. B'dy'+ P'cos. y'dz' 

+ P" COS. a"dx"+ P"cos. Pndy"+ Pcos .  y"dz" 

+ P"'cos. pc"'dx"'+ P c o s .  ~"'dy"'+ P"'cos. y'"&"' 

+ ec. 

e quindi per le formole esposte fino dal principio al: 5. IV. 

della prima Parte, supponendo dp', dp", dpU'ec. le varia- 

zioni totali, che per l'impulso impresso al sistema saran- 

no occorse nelle direzioni delle forze applicate al primo, 

secondo, terzo ec. di tutti i punti, o corpi componenti il 

sistema medesimo , avremo finalmente P'd p'+ P" d p" + 
Pv'dp"'+ ec. = o,  che è la richiesta equazione dei momenti. 



g. LXXI. 

Gioverà adesso per una specie d' epilogo, e per illu- 

strazione ulteriore delle cose fino ad ora spiegate, il con- 

siderare l'origine dell' equazione dei momenti ancòra sotto 

un altro generale aspetto come segue. Allorchè un sistema 

è rigido, ciaschedun punto non può prendere altri movi- 

menti che quelli, i quali sono comuni a tutto il sistema, 

in quanto che corrispondono all'ipotesi delle distanze in- 

variabili. Ma in un sistema non rigido, nel quale cioè 

non tutti i punti, che lo compongono, debbano respetei- 

vamente mantenere la medesima distanza tra loro, oltre i 

moti comuni a tutto il sistema, vi saranno de'moti parti- 

colari, che potranno prendere quei punti, i quali non 

sono costretti a conservare invariabili le loro distanze . 
Perchè adunque un tal sistema sia in equilibrio, bisogna 

che siano in esso impediti non solo i moti comuni a tutto 

il sisrema, ma ancòra i moti particolari, in modo che 

ciascun punto non possa accostarsi o allontanarsi dagli 

&ri. Quindi in primo luogo, come nel caso dei corpi 

rigidi ( g. LXXII, e LXXXI. Parte I. ) avremo l'equazioni 



( I )  (P'cos. a'+ Pf'cos. a"+ P"'cos. ceJ1'-/- ec. ) Dx' 

-J- (P'cos. P'+ P"cos.P"+ P"'cos. P"'+ ec.) Dy' 

+ (P'cos. T'+ P"COS. Pf''cos. y"'+ ec.) D,z'= o 

(2) P'cos. a' (~Yx'f Yx') f Pcos.  a" (&e"+ 8'~")  f 
P"'cos. a"' (J!x"'+Yx"') + ec. 

+- P'COS. p' (JJ'+ Q') + P"COS. p'' ($"+ 85'') + 
Pf"cos. pl"(%y'"+ 8'~"') $ ec. 

+ P'cos. y'(6z'fYz') f Pf'cos. y"(Sz"+ Fz") +- 
P"'cos, yl"(J!~"'+ S'z'") + ec. = o . 

9. LXXII. 

In secondo l u o p  conve& che siem irnpecliti i moti 

parziali, i quali o potranno essere progressivi, o rotatori 

intorno a tre assi qualunque tra loro normali. E quanto ai 

primi, se il punto, a cui per esempio è applicata la for- 

za P', potrà muoversi di moto progressivo parziale ad 

esso, avremo per questo punto l'equazione 

(a) P'cos. a'Drx'+ P'cos. P'D J+ P' cos. y'D'z'= o 

ed un'altra simile per qualunque altro punto, che potesse 

avere una egual ficalt'a di maoversi indipendentemente 

dagli dcri . 



g. LXXIII. 

Se i due punti, ai quali sono applicate per esempio 

le forze P', P", debbano avere un moto progressivo co- 

mune, e nella niedesitna direzione, allora in luogo di due 

equazioni simili all'equazione (a) avremo la sola equazione 

( b )  o = ( P' cos. a'+P"cos. cc") D'x' 

+ (P'cos. p'+ Pncos. p") D y' 

+ ( P'cos. y'+ P"c0s. y") D'z' 

g. LXXIV. 

Che se i medesimi punti avranno un moto progres- 

sivo comune, ma il  primo nella direzione s', ed il secon- 

do nella direzione s", chiamando D's' lo spazietto percorso 

da ambedue i punti, avremo 1' equazione 

, D'x' . D y '  D'z' 
O =P'cos.ac --f-P'c0s.P'-+P'cos.y'- 

D's' D's' D's' 

D'x" /I ,i" + P"c0s.ac -- + P"c0s.p"-/- 
Di" + P"c0s. y" -- 

D's' D s D's' 

e moltiplicando per D's', otterremo 

(C) O = P'COS. ~ 'Dx '+  P'cos.~'D'JI'+ P'COS. y' D'z' 

+ P"COS. aUD'x"+ P"cos. @'D i"+ P'COS. y''D'z" 

e così viene per i moti progressivi parziali ad illustrarsi 
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un caso analogo a quello, che per i rotatori pariinente 

parziali, ma comuni a due soltanto dei punti del sistema 

fu discusso al g. XLVI. e seguenti ; dal che si manifesta 

il modo di procedere nei casi relativi ad un maggior nu- 

mero di punti. 

S. LXXV. 

In qualunque caso pertanto si vede, che riunendo 

tutte che hanno luogo avremo sempre per iin- 

pedire i moti progressivi parziali una equazione della 

forma 

o = P'cos. CL'D'X'+ P'COS. /3'D'yr+ P'COS. ~ ' D ' z '  

+ Pf'cos. a"D'x"f- P"COS. fi"D i"+ P"COS. ~"D'z"  

+ ec. 

ove D'x', per esempio, è la somina di tutte le variazioni, 

che competono al primo punto nel senso delle x in virtd - 

di tutti i moti progressivi parziali, che questo punto può 

avere. E sommando questa con l'equazione ( I )  avremo 

(3) O =Pr  COS. a'Dx'+ P'COS. P'Dy'l- P' cos. y'Dz' 

+ P"COS. &"'.v"+P"cos. t'3"I)y1'-+ P"cos. y"Dz" 

+- ec. 

ove bisogna avvertire d i  cangiare il significato di ciasche- 

duna variazione in modo, che per esempio D .v' compren- 

A h  
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derà il moro progressivo nel senso delle x comune a tutto 

il sistema, ed i moti progressivi parziali nel medesimo 

senso appartenenti al primo punto ; e così deHe altre: e 

questa equazione avrà l u ~ g o  in quduoque sistema, e in 

vigore di essa sarà impedito qualunque moto progressivo. 

Passando ai moti rotarori parziali ponghiomo, che il 

punto, a cui è applicata per esempio la fama P', possa in- 

dependentetnente dagli altri punti, girare intorno ad un 

centro, al quale sia referito per mezzo delle coordinate 

x ' i  m ,y'* n, z'*p. Avremo per impedire questa racazione 

le tre equazioni 

P'cos.a'(y'-t-n) - P'cos.p'(x'r+tn)=o 

Prcos.ar'(z'ip) - P'cos.yr(x'+m) = o  

Y'cos.B'(z'-cp) - P'cos.yl(y'-en)=o. 

Ora se chiamiamo vx', vy', m', v'x', v i', v'z' gli spazietti 

in vigor di un tal moto percorsi nel senso delle x ,y , z , 
è chiaro che tra ux', vy', ec. e x'-+ m ,.y'=r n ,  z ' ip  esiste- 

ranno dei rapporti, analoghi a quelli che sopra per i si- 

stemi rigidi abbiamo veduto esistere tra J'x', $', cc. e le 

coordinate x',yl, ec. e quindi dopo avere per mezzo di tali 

rapporti sostituito nelle equazioni precedenti le variazioni 
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in vece delle coordinate, la somma di quelle trasformate 

ci somministrerà l' equazione 

(6) P'cus. a' ( vx'+ v'a.') $ P' cos. p' ( iy'+ ui') 
$ P' cos. y' ( vz'+ v'z' 3 q o 

ed un' altra simile equazione per qualunque altro punto si 

concepisse poter girare egualmente . 
S. LXXVII. 

Se due punti qualunque, e per esempio quelli, ai 

quali sono applicate le brze P', P"', potranno ruotarsi in- 

torno qd un medesimo cemro, mantenendo tra loro k 

stessa distanza, in tal caso avremo le tre equazioni 

O =P'cos.a'(yft-n) -P'cos.p'(x'*m) 

+Pco~.a"(y"if in)  - P"cos .~" (x" im)  

O =P'COS.LT'(Z'IP) - PTcos.~ ' (x '*m) 

+ P1'cos. LT" ( z" a p )  - P' cos. y"(x"ifi m ) 

O = P ' c o s . p ' ( z ' ~ p )  - P'cos.y'(y'an) 

+ P" cm. @'I (  z'' -+ p ) - P" cos. p" (y" * n ) 

e coi medesimo raziocinio occorso per un punto solo, ne 
dedurremo l' unica equazione 

( e )  o = P' cos. a' ( ux'+ v'x') + P" cos. a" (W"+ ri'x" ) 

+ P' cos. p' ( uy'+ u J' ) + P" cos. p'' ( v$'+ v i "  ) 

+ P' cos. y' (clz'+ v'z') + P"c0s. y" (vzU+ v'z") 



LXXVIII. 

Tutte queste equazioni, ed altre simili, che appar- 

tengono ai moti parziali di rotazione, sono adunque della 

medesima forma, che l'equazione (2). Quindi questa equa- 

zione (2) conterrà tutte le condizioni necessarie, acciò 

che sieno impediti i moti di rotazione, tanto comuni, 

quanto parziali di tutto il sistema ; purchè s'intenda can- 

giato in guisa il significato di tutte le variazioni in essa 

esistenti, che, per esempio, la variazione >x'+ Yx' esyri- 

ma la somma di tutti gli spazietti percorsi nel senso del- 

le x dal primo punto del sistema in virtù di tutte le ro- 

tazioni, delle quali esso è suscettibile ; e l' istesso dicasi 

delle altre. 

E' chiaro pertanto, che sommando tale equazione (2), 

in cui le variazioni abbiano il significato quì sopra espres- 

so,  con l'equazione (3) del 5. LXXV. avremo l' equazio- 

ne dei momenti, che adunque resterà generalmente di- 

mostrato aver luogo nell'equilibrio di qualunque sistema 

a distanze costanti ; o varitibili . 



Questa maniera d'intraprendere la ricerca delle con- 

dizioni dell' equilibrio in un sistema qualunque, oltre al 

-porre sotto occhio, come nel corso della presente Me- 

moria si è veduto, la necessità dell' equazione dei mo- 

menti, può spargere un gran lume sopra molte questioni 

Meccaniche della più difficile indagine, e che fino ad ora 

sono state appoggiate a qualche ipotesi . 

Tali, per esempio, sono alcune , ove si cercano le 

condizioni della stabilità dei solidi sostenuti da altri soli- 

di ,  e specialmente degli archi, materia quanto comune 

nella pratica, altrettanto indocile ad assoggettarsi ad una 

rigorosa teoria, e che si vedrà cosa resulti ricercando le 

condizioni di ognuno dei punti gravitanti, considerati 

come a distanze invariabili tra loro, quei punti, che co- 

stituiscono ciascheduno dei solidi, i quali compongono 

l' arco in questione, e seguendo le vedute esposte al 

g. XLVI, e seguenti , non più separando un punto dall'al- 

m ,  ma impiegando l' integrale dell'eleinento di ciasche- 

duno dei solidi sopraddetti; e secondo le originali, e lu- 

minose tracce gik scoperte dal Signor La Grange. 



LXXXIT. 

AI]' istesso genere d i  ricerca potra appartenere k 
Dottrina dei semifluidi , giacchè ogni finita, e sensibile 

particella componente di  essi, potrh considerarsi come re- 

sultante di punti a distanze invariabili tra loro ; e finai- 

mente 1'Idrostatisa ancòra sa& c m  vantaggio riguardata 

sotco questo aspetto. 

5. LXXXIII. 

In fatti il Signor D'Alembert ha dedotto le condi- 

zioni dell'equilihrio dei fluidi dal Priacipio espsimea- 

tale dell'eguaglianza di pressione in ogni senso, ed il 

Signor La Grange il primo ha fatto vedere, che per mez- 

zo del Principio delle Velocità Virtuali si aveva il van- 

taggio di stabilire una rigorosa teoria dei fluidi, prescin- 

dendo dal sopracitato principio d' esperienza. E senza 

fermarsi adesso a dimostrare, come sin tal vantaggio pos- 

sa ottenersi ancòra facendo conto delle equazioni con- 

dizionali da noi ritrovate, ci limiteremo ad osservare , 
che inerendo alle cose dimostrate al 5. XLVI, e seguenti, 

si ricava indi direttamente, che l'eguaglianza di pressio- 

ne nei fluidi suppone i componenti di essi perfettamene 
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sciolti, altrimenti caderebbero nella eccezione, che si ina- 

nifesta nei sopraindicati semifliiidi. Nè vale che l'espc- 

rienze fino ad ora istituite mostrino 1' eguaglianza di pres- 

sione nell'acqua per ammettere la fluidità continua; per- 

chè potrebbero le ineguaglianze di pressione esistere, ma 

essere così tenui da sfuggire ai nostri sensi, e questo è più 

facile a concepirsi, di quello che sia un fluido composto 

di punti affatto sciolti, e indivisibili. 

F I N E  




