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PREFAZIONE

WD O DR DR DG

L_A necessita madre sovente delle piu belle
scoperte ha suggerito agl’ uomini maravigliose
invenyioni, specialmente in Meccanica. Co-
nobbero essi molti effértt di questa arte anche
ignorandone le ragioni, e seppero trarne I’ op-
portuno profitto . GIi sforyt meccanici degli an-
ticht popoli, le waste Moli inalyate gia in
Asia, e in Egitto, sono fatti, che se in tutta
la loro estensione furono messt in dubbio da
qualche moderno, restano abbastanza auten-
ticati dai maestosi avvanyi d’ FEgitto, Palmi-
ra , Persepoli, Spalatro, e Roma.

Furono gli antichi probabilmente guidati
dalla esperienja, senya conoscere i sublimi

principy della Meccanica, e pervennero a det
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granresultati per uno sforyo di genio, o istin-

0, in virte del quale gl’uomimi sanno piu
fare, che intendere ; sentono talora la werita
anco quando non e dimostrata ; e St giustifica
la sentenya di Dante
9 « « « « « . . dietro al sensi
»» Vedi che la ragione ha corte I'ali.
Al rinascere delle Scienze Galilco investigo
¢ Teorici Fondamenti dell’ equilibrio, e del mo-
20, assoggettandoli alla guida della Geome-
tria, e col Principio delle Velocita Virtuali
sparse una nuova universale irradiazione in
tutte le macchine semplict, e composte.
Quantunque un grand’ Uomo del nostro
secolo abbia accortamente rilevato, che le
scoperte scientifiche servono per discostarst
dal falso , assai piu che per avvicinarsi al
vero, nondimeno dopo le scoperte di Galileo
la Meccanica annunzio frutti di pir nobil
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tempra che quelli sollecitati dalla necessita,

o da un cieco fasto, al lume languido, ¢ mal
fermo di un istinto fervido, e di una ragione
vacillante.

Fu allora .che gli uomini osarono di subli-
marst in guisa, da associare per dir cost, le
proprie speculazioni alle immense vedute del
Supremo Autore della Natura, e quindi non
limitandost piw all’ Argano, cd alla Leva,
passarono in rivista gl elementi ; conversero
in profitto per le sociali occorrense gli sfory
dell’ acqua, dell’ aria, e del fuoco istesso, e
fino certi movimenti deglt Astri incogniti all’
occhio nudo , esercitando una specte di domi-
mio nel meccamismo dell’ Universo.

In fatti la Meccanica per meyzo del Prin-
cipio delle Velocita Virtuali, unita alla Geo-
metria partecipo della medesima evidenia, e

ne gode i privilegj per tutta I’ ampieyia, in
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cul poteva spayiare la sintesi. In seguito la

nuova Geometria (la quale con rapido wvolo
percorre lo spajio, che I’ antica era obbligata
a misurare con lento passo ,e giunge ove quel-
la non si sa che siga mai penetrata) ha cor-
risposto alle piw lusinghicre speranye, ed il
Sig. La Grange il primo nell immortale sua
Opera intitolata Meccanica Analitica , non
solo mostro che il Principio delle Velocita Vir-
tuali € dovuto a Galileo, ma rilevd ancora,
che questo Principio ha il vantaggio di potersi
tradurre in linguaggio algebraico, cioe di es-
sere espresso per una formula analitica , onde
tutte le risorse della analisi vi si applicano
direttamente.

Quel Principio dopo inventato da Galileo
era rimasto quasi negletto, come penderebbe
inutile una grande spada, fino a tanto che non

nascesse un braccio atto a brandirla. In fatti
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il Sig. La Grange padrone di tutto ' Ente ma-
tematico , ha saputo valutarne I’ importanya ,
¢ la fecondita , facendo per meyzo di esso della
Meccanica una scienja nuova a segno, che
nella universale dottrina dell’ equilibrio, e del
moto dei solidi, e dei fluidi, tutti quer dif-
ficili Problemi , che avevano condotto fino ad
ora 1 Geometri per mille diverse spinosissime
strade, sono ridotti ad un procedere regolare,
ed uniforme. E per dare ur’idea di quanto ab-
bia quindi progredito lo spirito wmano , si puo
dire, che il moto, e I’ equilibrio dei Corpi Ce-
lesti, la figura di essi, e le orbite, che descri-
vono, non 1chiamano in sostania , per quanto
appartiene alla Meccanica , a considerare altre
leggt oltre quelle, che hanno luogo nel calco-
lare il moto , e I” equilibrio di un Veste del pri-
mo genere ; quantunque le difficolta di puro
calcolo, e la molutudine degli oggetti da con-
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templarst presentino un apparato pii vasto,

ed mponente .

II Principio delle Velocita Virtuali puo con

la massima precisione , e chiareyya enunciarsi

come appresso: ., Dato un sistema composto
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di un numero qualunque di puntt o corpi,
al quali sieno applicate delle forze comun-
que dirette , suppongasi che a questo sistema
sta dato un impulso qualunque, per cut si
ecciti in esso un movimento ; Ii chiaro, che
nel primo istante di tal movimento 1 punti,
0 corpl , ai quali sono applicate le forze de-
scriveranno uno spajio infinitesimo , che
rappresentera la Velocita Virtuale del re-
spettrvo punto. Dall’ estremita di ciascu-
no di questi spajl si potra condurre una
perpendicolare sopra la direyione della for-
qa respettiva, la quale perpendicolare in-
tercettery quella porgione di spayio , che
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. clascheduno det punti avra percorso secon-
» do la direzione della j'bl'za; nel primo istante
»s del movimento. Chiamando P’,P”, P” ec,
. le forze applicate ai wvari punti p,p”,p” ec.
s le linee sccondo le quali giacciono le respet-
»» tive loro direioni, sargnno dp,dp”,dp” ec.
» gli spayietti , che ciaschedun punto avra
)
» Sforza, ed i prodotti Pdp, P'dp”’, P dp” ec.

»» SL chiameranno ¢ momenti delle forze. Cio

\9

percorso nella direyione della respettiva

s poSto se la somma dei momenti sara = o,
» (avvertendo una wvolta per sempre ,che sieno
s cangiati 1 segni secondo le note condiyiont
s> di ciascheduna questione , in tutto il se-
s guente Opuscolo ) le fore avanti I’ impulso
s dato al sistema st elidevano, o sia il siste-
» ma era i equilibrio. ,, Ed n questo ap-
punto consiste uno dei gran vantaggi del Prin-

cipio delle Velocita Virtuali , che prescindendo
B
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da ogni altra estrinseca considerazyione ,riduce

adunque tutte le condizioni dell’ equilibrio,
sotto un aspetto di speculazione algebraica,
come che dipendenti dall’ unica , e semplicis-
sima equayioue

Pdp +P'dp+P"dp“+ec. =o0.

Alcuni st sono occupatt nel far vedere, che
questo Principio e vero, mostrando la confor-
mita dei risultati di esso, con quelli dedotti
da altri merodi universalmente ammessi. Ma
se weramente noi se ne potesse ottenere altra
autentica , saremmo ben lontani dallo scopo ,
a cui mirano ordinariamente i Geometri ; nel-
la stessa guisa, che allor quando i seguact di
Leibnity mancavano di una convincente di-
mostrazione del Galcolo Infinitesimale , era
debole appoggio per e¢ssi I osservare I’ unifor-
mita de’ suol resultati, con quelli della Geo-

metria degli Antichi.
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Il Sig. La Grange presenta a pag. 12. e sc-
guenti della sua Meccanica , il Principio delle
Velocita Virtuali, incominciando dalla sup-
posiyione seguente , cioe , che n qualungue
Macchina 1 equilibrio, le forge steno tra loro
in ragione inversa delle Velocita Virtuali dei
punti, ai quali le forse sono applicate, com-
putando le Velocita Virtuali secondo la dire-
zione delle forze medesime.

Avverte il Sig. La Grange, che da molto
Lempo Si conosce questa proposizione come un
principio fondamentale della Meccanica, ¢ che
dopo il Galileo si pud riguardare come una
specie di assioma meccanico. E supposto un
tale assioma meccanico il Signor La Grange
prende a considerare tre forze applicate a tre
puntt in cqulibrio, e sostituendo in wvece di
qualunque di esse forze un punto fisso, con

un ingegnoso, cd incontrovertibile artifigio



(12 )¢
analitico, partendo da tale supposizione di un
punto fisso, e due forye sole, verifica il Prin-
cipio delle Velocita Virtuali, e lo cstende ad
un numero qualunque di forze.

Dopo il ragionamento del Sig. La Grange
potrebbe pure qualche scrupolosn  Geometra
(gracche non wvi ¢ scienza che debba essere
priva di ogni ombra quanto la Matematica)
muovere qualche dubbio, o non ammettendo
come assioma il Principio delle Velocita Vir-
tualt , o provando difficolta ad estendere quel-
la dimostrazione ad una massa qualunque di
molecole , componeni un fluido in equilibrio.,

La pit adattata, ¢ semplice idea , che possa
presentare [ assioma in questione , e quella di
un Vette, in cui oltre al punto fisso vi sicno
due punti agitati da due forye in equilibrio ;
I assioma adunque esige , che dato un impulso

qualunque al Vette, st notinogli spayt che nel
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primo istante del moto, [ punti ai quali sono
applicate le forze descriveranno nella dire-
gione delle forze medesime, e che st concepisca
per una speeie di intuizyione , dovere per cau-
sa del supposto equilibrio, essere quelli spazi
inversamente proporyionali alle forye.

Quella comune facolta di primitiva intui-
gione, per cui ognuno st convince facilmente di
un semplice assioma Geometrico, come per c-
sempio, che 1l tutto sia maggior della parte,
nomn serve certamente per convenire della so-
praccennata verita meccanica , la quale e tan-
to par complicata di quello che sia uno degli
ordinari asstomi, quanto t genio di quet gran-
di Uomini, che [ hanno ammessa per assio-
ma , supcra I ordinaria misura dell” ingegno
umano ; od € L CONSCIUCITA 11CCeSSATIO Per
coloro, che non ne restano appagati , il pro-

curarsene una dimostrazyione dipendentemente
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da estrance teorie, come e piaciuto al Riccatt,

(che con qualche soccorso tutto metafisico, st
¢ TISLTCLLO Presso @ poco @ questo caso partico-
lare /in alcune Lettere stampate in Venejia
nel 1772.) ovvero riposarsi sulla fede d uo-
mint Sommi , dispreyzando [’ abituale ripu-
gnanya ad introdurre in Matematica il peso
dell’ autorita. E se veramente questa tiranna
della ragione dovesse per una sol volta appa-
rire nel Tempio d Urania, non potrebbe seguir
cio con minore scandalo , che trovandost essa in
mey70 a Galileo, e a La Grange.

Passando poi alla considerazyione der flui-
di, abbiamo rilevato che ammesso il Principio
delle Velocita Virtuali per due forye applicate
a due wart punti di un Vette, st estende ad
un numero qualunque di forse per semplice
artifizio di calcolo, di manicra che puo pa-

rere, che il principio in questione resti gene-
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ralizyato affatto, ed esteso ad un ammasso

qualungue di molecole costituentt un sistema
in equilibrio, e quindi anco ai fluidi.
Siccome nonostante in materia cosi delica-
ta possono meritare artenyione ancora L plii
tenui dubbi , giovera qui rilevare una differen-
qa, che §'incontra nel passare dalla ipotesi di
un sistema solido ed inflessibile , a quella di
un fluido. Suppongo un corpo solido, ed in-
flessibile, a ciaschedun punto del quale sieno
applicate delle forze comungue P’, P, P” ec.
con le direyioni p’, p’, p” ec. Quando 0o as-
serisco che, supposto questo corpo in equili-
brio, dandogli un piccolo impulso , avra luogo
I equazyione dei momenti P'dp + P'dp” +
P’dp” + P"dp”+ P dp +ec.=o0, Ias-
serisco perche , se in wece di essere indefi-
nito il numero det punti, e delle fbrz_e respet-

tivamente applicatevi , fosse limitato a tre
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soltanto, seguendo [’ ingegnosissimo ed incon-
cusso raziocinio del Sig. La Grange, io potrei
sostituire in wvece di qualunque delle tre un
punto fisso, e ridurre il dato solido ad un Vette
semplice, in cul per I’ assioma precedentemente
discusso , st verifica [’ equazione del momenti
tra le due forze ;s ed in wirtu dell’ assioma
stesso, e della inseparabile considerayione del
Veite , posso progredire dalle due forze alle tre,
dalle tre alle quattro, e cost seguitando il pro-
cedere del calcolo , pervenire ad un numero
qualunque indefinito.

Sia adesso il sistema composto di parti af-
fatto sciolte, e per esempio, costituenti una
massa fluida, a ciaschedun punto della quale
siano applicate delle forye, in modo che tutto
il sistema sia in equilibrio. Dando un impulso
a questo fluido , se vorro stabilire I’ equazione

dei momenti comprendente tutte le forye in
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questione , non potro percorrere I istessa serie

d’idec, che mi e necessariamente occorsa nel
caso del solido descritto sopra, e non potro in
questa occasione asserire , che sussiste I’ equa-
qione tra tutte quelle forze per la ragione che
ha avuto luogo allora, cioe che se fossero tre
sole forye sussisterebbe , col soccorso dell’ as-
sioma, che fa dipendere il tutto da un Vette.
In fatti una massa fluida di sensibile esten-
sione non pud stare in equilibrio per tre sole
forze applicate a tre vari punti di essa , e molto
meno per due forye sole , ed un punto fisso ,né
per conseguenya ammette I'idea di un Vette,
i componenti del quale conservano sempre tra
loro le stesse distanze , ne dell’ assioma che e
stato necessario per istituire la dimostrazione ,
nel caso del sistema solido ed inflessibile.
Ad oggerto & illustrare ulteriormente la so-

praccitata différenza , concepiscast un Vette
C
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rettilineo a braccia eguali, e tenuto in equi-

librio da due eguali forze; nel primo istante
del movimento originato da un qualunque im-
pulso, gli spazi che descriveranno le sue estre-
mita nella direyione delle respettive forze, sa-
ranno eguali , e st wverifichera percio I’ equa-
wione det momenti , che potra per quel che si e
sopra accennato estenderst ad un numero qua-
lunque di forze fossero applicate ai vari punii
delle braccia del Vette ; ma qui st avverta,
che a questi vari punti delle braccia del Vette,
o sieno applicate infinite forze, o non sieno,
tuttl questi varl punti, io dico, sono astrettt
alla condizione di non poter variare le resper-
tive distanze tra loro, qualunque suppongast
i dato impulso.

Sta adesso un fluido incompressibile , per
esempio , I’ acqua rinchiusa dentro un recipien-
te, il quale non abbia, che due eguali infi-
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nitesimi fori , ¢ per meygo di questi possano
agire due forze eguali, che chiudano I’ acqua
in equilibrio dentro al recipiente: dato un
umpulso qualunque all’ acqua, nel primo i-
stante del movimento per causa dell incom-
pressibilita , si puo concepire , che quanto
I’acqua fara retrocedere escendo da uno dei
fori la respettiva forza , altrettanto I’ altra
forza dovra wntrodurst nel recipiente, e per
conseguenza St avra anche in questo sistema
fluido , " equazione dei momentt tra le due
forge in questione .

E da notarsi che nel caso del tubo , o reci-
piente suddetto, I’ incompressibiliza del fluido
per rapporto ai due punti estremi ove $ono
applicate le due forye, puo parere,che produ-
ca [ effetto corrispondente a quello che produ-
cono le braccia eguali nel Verre, in quanto

che tenuti quel due estremi punti in equilibrio.
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vl restano ancora necessariamente tutt: gli
altri. Ma quando le forze sono piu, e appli-
cate a tutti 1 punti, e st volesse dalla consi-
derazione di due forye sole passare a quella di
mnfinize forge applicate ai punti di rutto il
fluido, e per conseguenza tener conto di tuitt
gli spazietti, che nel primo istance del movi-
mento possono essere percorsi da tutte le mo-
lecole , che compongono il sistema , si vede
facilmente tali molecole, non gia come nel
caso del Vette , essere obbligate a conser-
vare fra di loro sempre le stesse distanye,
ma potere in mille guise esercitare variatissi
M1 MOLL.

Sembra adunque, che lo sviluppo del Prin-
cipio delle Velocita Virtuali , in specie nei
Sfluidi, dipenda principalmente dall’ analist
delle condiyioni, che osservano i punti, o le

molecole componenti il sistema, nel variare
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le respettive loro distanze, allorquando dallo
stato d equilibrio passano allo stato di movi-
mento , per causa d'un impulso qualunque,
che gli venga impresso.

E wero che si fatta analisi impegna facil-
mente in qualche complicazione di teorte ; ed
e vero che sarebbe aggradevole se il Principio
delle Velocita Virtuali sussistesse per se me-
desimo, ¢ non fossero necessarie per convali-
darlo altre fondamentali considerazjioni; ma
Lutto cio nonostante pare vantaggioso il per-
dere un poco per la parte della semplicita ,
per acquistar tutto dalla parte dell’ evidenza ;
ed ¢ notabile, che il Principio delle Velocita
Virtuali , obbligando a ridurre nella direzione
delle forze, gli spazi comunque percorsi dat
vart corpi , viene ad includere qualche cosa di
analogo all’ idea della composizione del mo-

vimento , e percio viene a Sembrare una pro-
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prieta indivisibile dall’equilibrio , ma non af-
fatto separabile da ogmni altro Principio.

Percorrendo I’ Istoria della Meccanica s’ in-
contrano vari principy adottatt con entusiasmo,
ed accreditatt da uvomini celebri, ma che non
essendo sostenuti se non dalla giusteyya dei
resultati , o da dimostrayioni soggette a qualche
dubbio, st sono in seguito scoperti mancanti
della necessaria precisione., o decisamente fal-
laci . Gost il famoso Principio dell’ Azione mi-
nima,da cui Maupertuis dedusse le leggt della
reflessione , e refrayione della luce, e quelle
dell’ urto dei corpi, e S$tato riconosciuto nomn
abbastanya umversale , e preciso ; talmente
che convenne al grand’ Eulero riguardarlo sot-
to un altro aspetro per dedurne delle insigni
proprieta, che hanno ricevuto una luminosa
estensione (e per dir tutto in breve, corrispon-

dente al di lui genio) dal Sig. La Grange, il
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quale per altro piuttosto che un Principio me-
tafisico, vi riconosce una conseguenya delle
leggi della Meccanica.

Cost il non meno famoso Principio della
conservazione delle forze vive, che inventato
dall’ Huyghens , ha servito di base alla Idro-
dinamica di Daniello Bernoulli; e stato fian-
cheggiato dai raziocini di molti insigni Geo-
metri, combattuto da altri, e finalmente d’ A-
lembert ha dimostrato esservi assal occasioni,
nelle quali non poteva adoprarsi, ed 1l Signor
la Grange e giunto a pag. 206. ¢ seguenti del-
la sua Meccanica, a poter fissare i critert,
per distinguere i cast net qualie vero, da quell:
net quali ¢ falso.

Non sarebbe adunque meraviglia, che al-
cuno mancasse di tutta la piena fiducia sul
Principio delle Velocita Virtuali, specialmente

aitendendo all’ espressioni delle quali si sono
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servitl intorno a st _fattl particolari, anco nei
modernissimi tempt, dei Geometri insigni, e
servira per tutti , citare in primo luogo il Si-
gnor d’ Alembert , che lascio scritto nel To-
mo viuL de’ suoi Opuscoli stampato nel 1%8o.
apag. 45. On voit par les deux questions que
nous venons de proposer dans ce paragraphe,
qu’il manque encore quelque chose aux Prin-
cipes de Mechanique, & qu’il y. a des cas ou
les loix connues jusqu’ici, paroissent insuffi-
santes ; ed in secondo luogo il Sig. Prony, che
nella sua dottissima Architetiura Idraulica
Volumel. stampato in Parigi nel1790.pag. 62.
parlando individualmente delle Velocita Vir-
tuali, scrive: 11 n’existe pas de demonstration
generale, & directe de ce Principe; mais sa
verité n'en est pas moins certaine, puis qu’il
donne des resultats absolument conformes a
tous ceux obtenus d’aillenrs.
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Ardisco pertanto presentare al Pubblico la
dimostrazione , che ho ritrovata del Principio
delle Velocita Virtuali, perche quer Geometri
che per una invidiabile intellettuale energia,
senya bisogno di prova ulteriore ne fossero con-
vintl , potranno forse trovare non indegne di
attenyione alcune singolarita , che porta seco
la condotta Analitica ; ed agl’ altri che amas-
sero di wvederlo al coperro da ogmi possibile
attacco, spero che sara grato di non aver piu
su tal proposito nulla da desiderare.

E per werita poiche Galileo ha inventato
un tal Principio ; poiche nella piit grand’ Opera
Fisico-Matematica del secolo, cioe nella Mec-
canica del Sig. La Grange, e stato suscetti-
bile di tanta estensione , da non abbandonare
questo sommo Geometra per tutte le ignote
strade , che ha felicemente percorse , e da com-

prendere tutta la materia sotto 'istesse leggt,
D
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senya bisogno di separare le meccaniche affe-
qioni det solidi da quelle der fluidi ; poiche fi-
nalmente di un ramo tanto vasto di scibule e
ritrovata una cost feconda radice, sembrera
pregio dell’opera I’ averne ricercate le pitt in-
trinseche appartenensye , ponendola nel suo piw
chiaro lume, sicche il Genio possa tranquilla-
mente occuparst intorno all’ universale teoria
dell’ equilibrio, e del moto , senzya esser distur-
bato dal temere, che di st maestoso edifizio
vacillino in parte [ fondamenti , come I Istoria,
¢ le sopraccitate titubanze suggerirebbero.

Io mi sono servito melle presenti ricerche
della composizione , e decomposiyione delle
forge, Dottrina, sulla quale non vi e chi possa
muover dubbio, e di cui il Signor La Grange
crede autore il Galileo ;s onde una scoperta di
questo gran lume della Filosofia € servita di

punto d’ appoggio per dare una dimostrayione
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del Principio delle Velocita Virtuali , pari-
mente invenyione di lui, la quale se esso po-
te, per dir cost, piuttosto sentire, che gene-
ralmente dimostrare, non ¢ maraviglia, con-
siderando quanto in oggt si debba ai tanto pit
efficaci soccorsi, che somministra laGeometria.

In fatii le diverse maniere d’ impostare le
variayiont , o differenze, ed il Calcolo delle
Funziont indeterminate , st vedra nella seconda
Parte come conducano a generalizzare la que-
stione in guisa,che anco 1 fluidi ne divengano
un caso particolare , subito che si ammetta una
Sfigura nei componenti di essi ; e come SL possa
per conseguenza prescindere dal considerare la
fluditae y o continua ( secondo la denomina-
vione di alcuni) o composta di esilissime mo-
lecole ; togliendo di meyyo 1 Paradossi, che
s’ tncontrano nell equilibrio dei fiuidi ,tra’ qua-

li ¢ noto quello di una molutudine di sfere,
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che sembra starebbero in equilibrio , per quanto
piccole sieno , 111 un vaso aperto superiormente,
ed inclinato all’ orizyonte , mentre un fluido
st muoverebbe al primo aberrare dall’ oriz-
vontalita . |
Suppongasi un wvolume di materia in equi-
librio, a tutti i punti del quale sieno applicate
delle fore qualunque ; e suppongast, che rom-
pendost per un dato impulso I’ equilibrio , tutt:
? punti nel muoversi possano variare le respet-
tive distanze fia loro, con leggi affatto igno-
te; ¢ chiaro, che sc il dato wvolume fosse com-
posto di tanti solidi comunque figurati , 1 punti
di ciaschedun solido nel muoversi , dovrebbero
conservare tra loro le stesse distanye ; ma nella
nostra iporesi St concepisce facilmente, che i
motl di tuttl i puntl saranno cost vart , e tanti
dd scoraggire a prima wvista chi ne intrapren-

desse la considerazyione. Cid nonostante si ve-
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dra, seguendo Ianalisi da me imaginata , il-
lustrato pienamente ancora questo generalis-
simo caso , e che mediante I'introduzione d al-
cune funjiont arbitrarie, st sono potuti trac-
ciare in guisa tuttl quelll infiniti movimenti,
da wverificare in esSi una proprietd sempre co-
stante, salva la loro arbitraria wariabilita ;
e questo mi pare un resultato di dertaglio, a
cui non avrebbe osato di aspirare I antica
Geometria ; una prova di quanto sia perfesio-
nata la moderna ; ed 1 sublimi coltivator: di
cssa si degneranno forse di riconoscervi un

nuovo fiucto delle gloriose loro fatiche.
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MEMORIA

SUL PRINCIPIO

DELLE VELOCITA VIRTUALI

- S s e

PARTE PRIMA
Dei sistemi a distanze invariabili.

§. L
I I N numero qualunque di punti in equilibrio agitati

da quante si vogliano forze, e stabiliti a distanze
invariabili fra loro comporra un solido rigido, e capace
di prendere moto per un impulso che se li dia; ma qua-
lunque moto prenda non cangeranno le respettive distanze,
e situazioni i suoi componenti, ed ¢ in tali specie di sistemi
che dimostrero in questa prima parte verificarsi I’ equazione
dei momenti dedotta dal Principio delle Velocita Virtuali.
¢ 1L
Sia primieramente un punto solo in equilibrio a cui

suppongansi applicate le forze P’, P”, P’”, ec. e sieno le linee
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> p’> p”’ ec. situate nelle direzioni delle forze medesime,

d4

dimodo che le variazioni, o differenze dp’, dp”, dp” ec. di
tali linee, esprimeranno i cangiamenti di luogo del respet-
tivo punto , stimati nel senso delle direzioni delle forze; e
s¢ tali variazioni, o differenze saranno infinitesime, 1 dif-
ferenziali dp’, dp”, ec. le Velocith Virtuali de’ respettivi

punti stimate nella direzione delle forze esprimeranno.

§. TIL

Avverto una volta per sempre che in questa prima
parte con le varie caratteristiche differenziali d, J, &, A
delle quali avrd occasione di servirmi intendo di desi-
gnare differenze, o variazioni tanto finite , che infinitesi-
me, onde se tali caratteristiche esprimono differenze finite,
o infinitesime risultera dalla natura della questione, e non
dalla usanza comune di intendere per diflferenze finite

quelle segnate col A, e infinitesime le altre.

§. 1V.

Prendo tre assi normali tra loro, e di comune ori-
gine dimaniera che x,y, z, sieno le coordinate del punto
dato parallele ai descritti tre assi; suppongo che «', 8, %’

sieno gli angoli che la linea p’ fa con gli assi delle x,y, z;
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che 2", 2”,7”, gli angoli, che fa con i medesimi tre assi
la linea p”; e cosi &, B, %" gli angoli che vi fa la li-
nea p”’; e nell’istessa guisa delle altre. Cio posto il Sig.
La Grange ha dimostrato che prendendo le differenze in-
finitesime sara
dp =cos.a’dx+cos. p'dy+cos.y’dz
dp”=cos.e”dx+cos.f”dy+cos.y”"dz
dp”’=cos.a”’dx+cos.£”dy-+cos.y”"d z

€cC. e€cC.
§. V.

Ma se alcuno potesse dubitare che tali equazioni non
si verificassero ancora nelle differenze finite, io lo dimo-
stro nel modo seguente. Ponendo secondo il procedere
del Sig- La Grange che le linee p’, p” ec. terminino ad al-
trettanti punti riguardati come fissi, e le coordinate dei
quali parallelamente ai tre assi sieno @', b',¢’; a”, b7, " ec.

¢ chiaro che sara

=V ((F—a P+ (=b) (2 =)’)

PV (= V(=) (2 —¢))

€C. c€cC.
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onde prendendo le differenze infinitesime safa

/’ /7 7
¥ —a —b 2'—c¢
dp=""Rdw 4 L2 dy 4 2 a
//__ a/ y// _ ’7 Z/l C//

Id 77
dP”"—‘/‘,—‘d ,+ u—'d.)"i‘ 7, dz”
ec. ec.

dal che considerando essere
x/ . a/ y/— b/ z/—— CI
—=: CO0S. &y ———=¢08. 3/, ——— =co0s. %
P P
77 77 77 77 77 /77
x'—a” , —b 2 —¢ ,
—_—,,~=CO0S.& I,L” —=COsS. {5”, ——P;,-‘—‘ = CGS. v ’

il Sig. La Grange ricava I’espressioni del §. precedente,
e ricava inoltre che gli angoli2’, ', %5 27, 8", %" ec. avran-
no sempre la proprieta di essere

cos.a’ >4 cos. ' - cos. " *=1

cos.a” *4cos. 37 4-cos.y T =1
ec.

§. VL
Per mezzo appunto di questa proprieta si estendono
facilmente le espressioni predette del §. IV. anco alle dif-

ferenze finite. In fatti o finite, o infinitesime che sieno le

differenze sara sempre
Apcos.a’ =Ax
ap'cos.B =AYy
Ap'cos.y’ =A%

A p” cos. 2’ =Ax”
Ap’cos.f=Ay" ec.
Ap”cos.y’=Az"
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e moltiplicando respettivamente quelle equazioni per
cos. &', cos. 3, cos.y’, cos. &”, cos. 7, cos.y”; e somman-
dole 2 tre per tre avremo
A p'(cos.a’* +cos. B’ * +cos. 5 %)
= Ax cos.2’+ Ay cos. B+ a2z cos.y,
Ap”(cos.&”*4cos. f”* +cos.y”?)

= Ax"cos.a”’+ Ay  cos.”+Az" cos. y

cC.

(44

onde

Ap'=Ax cos.a’+ Ay cos. B+ Az cos. y

Ap"=ax"cos.a”+ Ay’ cos. B+ Az cos.y”

ec.

e siccome questo raziocinio non varia per essere I’istesse,
o diverse le coordinate +",3’, 2, cosi resteranno estese alle
differenze finite le espressioni del §. IV. anco quando i
punti componenti il sistema in equilibrio sieno non uno

solo, ma in numero comunque indefinito .

§. VIL.

Premesso questo, considero che dcciod il proposto
punto sia in equilibrio conviene che non si possa muovere
in veruna delle tre direzioni degli assi sopradescritti;

quindi converra che la somma delle forze nel senso di
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ciascheduno di tali assi siaz==0. Ma la somma delle forze
P’, P”, P, ec. decomposte secondo I’asse delle » diventa
P’cos. &' +P" cos.”"+P" cos.a’”’ 1+ ec. secondo l’aése dell’ y
diventa P’ cos. 3'4-P" cos. 3”+P" cos. "4 ec.; e secondo
quello delle zdiventa P’ cos.y’'+P" cos.y”"+P" cos. "+ ec.
onde le condizioni dell’ equilibrio saranno espresse dalle
tre scguenti equazioni

P'cos.2’ -+ P"cos. 2’ +ec.=o

P’ cos.'+P"cos. B+ ec.=o

P’ cos.y’ 4 P” cos. "' ec.=o

§. VIIL

Essendo pertanto il punto in equilibrio, e verifican-
dosi le tre precedenti equazioni suppongasi che sia dato
un impulso al punto in questione, per cui esso percorra nel
senso delle » lo spazio A X', nel senso delle y lo spazio Ay,
ed in quello delle z lo spazio Az'. Moltiplico respettiva-
mente per tali quantita le equazioni precedenti, ¢ le som-
mo insieme, ed otterigo

o=2Aax"( P cos.a’+P" cos. 2"+ P cos. '+ ec.)
+ Ay (P cos. '+ P” cos. 3"+ P cos. f""+-ec.)
+ Az (P'cos.y'+ P cos. ¥ '+ P cos.y"+ ec.)
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la quale equazione disposta in quest’altra maniera
o=P'(ax'cos.a’-a9y cos.B’H Az cos.9”)
+ P”(Aax cos.a”’+ Ay cos.f'4 Az cos. )
+ P (A% cos.a’’+ Ay cos. 7+ Az cos. )
+ ec.

e ricordandosi che generalmente hanno luogo le equazioni
Ap =ax"cos.a’+ Ay cos. f'+Az cos.y
Ap”=Ax"cos. 2"+ Ay cos. B+ Az cos. y”

AP =Ax"cos.a”’+ Ay cos. B+ Az cos.y”
ec. ec.

avremo P’ A p'+ P ap”+ P Ap”'+ec.= o0, che ¢ I'istes-

sa equazione dei momenti dedotta dal Principio delle

Velocita Virtnali, subito che le differenze delle p’, p”, p™ec.

st suppongano infinitesime .

§. IX.

Qui & notabile che non vi ¢ alcuna ragione che ob-
blighi a supporre il moto, e le conseguenti wvariazioni
Ax', Ay, AZ" infinitesime, per ottenere 1’ equazione
PAp+P’ap“+ec.=o0, la quale adunque viene ad essere
una proprieta inseparabile dall’equilibrio, e I’equazione
dei momenti che esige le differenze infinitesime viene ad

essere un caso particolare d’un’altra assai piu generale,
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che & venuta a manifestarsi nel corso della ricercata di-

mostrazione di quella dei momenti.
§. X

11 Sig. La Grange a pag. 9. della sua Meccanica ana-
litica nota che ,, Dans I'application de ce Principe ( delle
»» Velocita Virtuali) aux differentes Machines il ne faut
» considerer que les espaces parcourus dans le premier
» instant du mouvement, & qui sont proportionels aux
vitesses virtuelles; antrement on n’auroit pas les verita-

b2

» bles loix de Pequilibre. ,, Dal che potrebbe parere
che non si dovesse ammettere altro che la equazione dif-
ferenziale dei momenti da lui ritrovata cio¢ P'dp’ 4
P”dp”++P"'dp”’+ec. =0, e veramente se si parte dalla con-
siderazione del movimento impresso al sistema, ¢ chiaro
che qualora questo movimento non sia infinitesimo le Ve-
locita Virtuali non possono pil essére proporzionali sem-
pre agli spazi per causa dell’ inegualiti del moto, e percid
cade il principio a cui si appoggia quella equazione, la
quale altronde offre tutti i comodi, che somministra il

calcolo delle infinitesime differenze.
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§. XI

Ma I’altra equazione a differenze finite, che ho dimo-
strato parimente aver luogo cio¢ P'ap’+P"Ap”"+ec.=o,
¢ che per distinguerla da quella dei momenti del Sig. La
Grange la chiamero equazione delle forze, in questo caso
di quante si vogliano forze applicate ad un punto si verifica
egualmente, che quella dei momenti, e fard vedere, che
in infiniti altri casi gode dell’istessa proprieta, e che in
qualsivoglia sistema solido , o fluido quantunque essa non
sia criterio indubitato dell’ equilibrio, subito pero che
I’equilibrio sia dimostrato, quella equazione delle forze
s puo concepire , ed offre una proprieta dell’ equilibrio,

che non mi & noto essere stata da aleri avvertita.

§. XIL.

Frattanto trattandosi come sopra di un punto solo
nascono immediatamente delle conseguenze non dispre-
gevoli da questa equazione delle forze, e ne accennero
una per saggio . Date quante si vogliano forze P',P”, P ec.
in equilibrio applicate nell’istesso punto, se da un punto
qualunque nello spazio infinito si conducano delle perpen-

dicolari nclle respettive direzioni delle linee p’, p” ec. le
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quali intercettino nelle predette linee le quantita Ap’, A p”ec.
sara sempre P’Ap’+P”Ap” 4 ec.=o0; dunque se dal dato
punto a cui sono applicate le forze io conduco una linea
di qualsivoglia grandezza, e direzione, e sopra essa come
diametro costruisco una sfera, la quale con la sua superfi.
cie intersechi tutte le dette linee p’, p” ec. Qualora sia = o
la somma dei prodotti di queste intercette moltiplicate
per le respettive forze, sara il punto dato in equilibrio,
perche per. la natura della sfera le normali calate dall’altra
estremita del diametro sulle p’, p” ec. s’incontreranno con

esse alla superficie della medesima sfera.

§. XIIL

Venendo adesso alla considerazione di pit di un pun-
to agitato da varie forze suppongo primieramente le forze
P’,P”,P” ec. applicate a qualsivogliano punti 4, B, C ec.
della retta AC (Fig.1.) con la condizione, che le dire-
zioni loro espresse dalle linee p’, p”, p’”, ec. eguali respet-
tivamente ad AE, BF, CG, ec. sieno normali alla linea
A C, e nell’istesso piano. Prendo nel piano delle forze, o
sia delle linee p’, p”, p”’ ec. due assi normali fra loro, chia-
mando asse delle x quello parallelo alla direzione delle

forze, e I'altro asse delle y. E'chiaro che le condizioni
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dell’ equilibrio della data linea saranno espresse dalle due
equazioni
(1) PP+P"4+P"+ec.=0
(2) y PP+y'P'+y" P "+ec.=o0

intendendo secondo I’ uso accettato dal Sig.La Grange per
9, 9",y ec. le coordinate prese nell’ asse delle y, ed ap-
partenenti al primo, secondo, terzo ec. punto della linea

a cui sono applicate le forze.

§. XIV.

Suppongasi, che stando questa linea in equilibrio,
attese le condizioni espresse dalle due preaccennate equa-
zioni, I’ equilibrio sia rotte per un impulso qualunque dato
alla linea stessa parallelamente alla direzione delle forze,
o sia all’asse delle ». Questa linea potra concepire un
moto composto di progressione parallelamente a se stessa,
cioe nel senso delle x, per il qual moto sia pervenuta in
4, B, €', ed abbia percorso nel senso delle » ciaschedun
corpo la quantita Ax"; ed inoltre di rotazione, per cut
percorra il primo corpo I'arco 4" A", il secondo I'arco
B’B”ec. intorno al punto M qualunque, in cui stabilisco
(giacche ¢ arbitrario) il centro degli assi, che saranno

F
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MY, MX. Cid posto sara MA' =y, MB =y, MC' =y,
e nell’ equazione
(2) Y P+y"P"+ P L ec.=0

saranno le ', 3", 3" ec. proporzionali ai seni 4”a, B b »
C”¢c ec. degli archi descritti. Chiamo tali seni i, dx”,
dx"’ec. perché in fatti saranno porzioni delle v; ed essendo

Yy =da 0x

iy =047 0

y”’ : y,’”.: é\.r"': a\x””

ec.

avremo

o 0X"
s
ec.
le quali saranno tante equazioni dipendenti dall’ipotesi
dell’ invariabilita delle distanze, e si noti questa circostan-
2a , perché simili equazioni di condizione ci saranno in

seguito d’un uso importante .
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§. XV.

Sostituisco questi valori nella equazione

(2) ¥ P'+5 ' P"4ec.=0
ed ottengo

5”7 (P3x +P'3x"+ec.)=o0
cioe

3) P é\x'—}—P” dx"+P"dx" +ec.=0
Moltiplico adesso I’ equazione (1) P'+P"+ec.=o per a ¥/,
ed ottengo I’ equazione

(4) Pax’"4-P’Ax"+P"Ax'+ec.=0
Considero finalmente che Ax'-+Jdx" ¢ lo spazio percorso
nella direzione della propria forza dal primo corpo, e
cosi Ax +3x", Ax"4 3% ec. sono gli spezi analoghi de-
scritti dal secondo, terzo ec.; chiamo tali spazid+’, dx”,
dx""ec. e sommando le due equazioni (3), e (4) ottengo

Pdx'+P'dx"+P"dx"4+ec.=o0
equazione , che fucendo dx',dx”, d ¥ ec. respettivamente
eguali a dp’, dp”,dp” ec. giaccht in questo caso le x sono
nella direzione stessa delle p, che rappresentano gencralmen-
te le direzioni delle forze,diventaP'dp’+4 P"d p”"+-ec.=0
cioe quella dei momenti dedotta dal principio delle velo-

cita virtuali, supponendo d p’, d p” ec. infinitesime.
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§. XVIL

E' chiaro che ancor qui come nel caso di un punto
solo non vi & condizione alcuna , che obblighi a conside-
rare la variazione infinitesima, e che questa pud essere
quanto si voglia grande, di maniera che in questo caso
Pequazione delle forze da me ritrovata ha luogo egual-
mente, che I’ equazione dei momenti, e sono ambedue

egualmente criterj dell’ equilibrio.
§. XVIL

Sieno adesso ( Fig. 2.) ai corpi B, C, Aec. applicate
delle forze P, P” ec. nell’istesso piano, ma le direzioni di
esse p, p’> P’ ec. sieno inclinate alla linea AC, e tra loro
parallele come indicano le linee AE, BF, CG ec.1o ri-
solvo ciascheduna forza in due normali fra loro una paral-
lela alla linea dei corpi, cio¢ all’asse delle y, Ialtra-all’ as-
se delle x, ¢ la somma delle prime componenti sari
P’cos. 2’ +P"cos. " 4ec., la somma delle seconde sara
P’ cos. &' +P”cos.a” -+ ec. ponendo per z, e 3 i valori as-

segnati nell’articolo precedente .
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§. XVIIL

E' noto che. le condizieni dell’ equilibrio di questi
corpi saranno espresse dalle tre equazioni,

(1) ' P'cos.&’+y" P cos.a”” +y"" P cos.a™” + ec.=o
(2) P'cos.a’+P"cos.a”+P" ces.a’ +-ec.=o0
(3) P'cos. '+ P"cos. B”+P " cos. p” +ec.=o0
mentre dalle forze P’cos.f’, P”cos.f3”ec. non pud pro-
dursi rotazione. Per le cose notate precedentemente se
si dia nel piano delle forze un movimento alla linea dei
corpi, e questa si porti in A, B, (" per moto progres-
sivo tanto nel senso delle y quanto delle x, ed in oltre per
una rotazione intorno ad un qualunque punto 44, che pren-
do per centro degliassi MY , M X ,si riduca in 4", B”,C" ec.
Vequazione. (1) in virtu di questa rotazione si potra tras-
formare facilmente, mentre come nel §. XIV. sara
Yoy =9x" du”
Y iy =8N X

ec.
€ percio avremo .

L

Y =V5y
’z

yu__ /a\x

Y 5x
(244

/ll_y/é\x

dx

ec.
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onde sostituendo questi valori di 3',9" ec. nella equazio-
ne (1), e dividendola pera—);,— diventera
(4) P'cos.a’ dx’"+ P cos.a” $a”+ P cos.a””’ §x""+ec.=o
dove dx’, dx”, dx” ec saranno gli spazi percorsi nel senso

delle » per il moto di rotazione .

6. XIX.

Considerando poi che ogni corpo abbia progredito
della comune quantita Ax" nel senso delle », e della co-
mune Ay nel senso delle y, e moltiplicando per quella
quantita I’ equazione (2), e per questa I’equazione (3),
esse equazioni diventeranno

(5) P'cos.a’ ax’+P"cos.a”’Ax’+ P cos.a’”Ax'+ec.=0

(6) P'cos.F'ay—+P cos.f’ay+P" cos.f”ry+ec.=0
ma ponendo AX 0¥ =dx, Ax'+3x"=dx”, Ax'+ 05"
=dx""ec. ¢ sommando le due equazioni (4) e (5) le con-
dizioni dell’ equilibrio somministreranno queste due

(6) P’cos.p Ay +P’cos. f'Ay+P"cos.§7ay+ec.=o

(7) P'cos:a’dx’+P’cos.e” da’+ P cos.a”” dx"" +ec.=0

§. XX.

Conviene adesso riflettere , che nella direzione dell

asse delle y, oltre il moto progressivo comune a tutti i
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corpi, ed espresso da Ay’, ciaschedun corpo in virtd
del moto rotatorio avra percorso gli spazietti A'a, B'D,
C’c ec. che chiameremo §y", 89", 39" ec. e dei quali
bisogna far conto, giacché non si ponno negligere come
nel caso precedente, in cui per ipotesi nella direzione

delle y non vi erano forze.

§. XXI.

Bisogna adunque dimostrare, che dalle condizioni
dell equilibrio, cio¢ dalle equazioni (1), (2), (3) ne nasca
un’ equazione della forma

P'cos. 3’3y + P cos. 73y "+ P cos. f 3y +ec.=o
che aggiunta all’ equazioni (6),(7), somministri la totalita
dei moti in totti isensi. Si avverta pertanto che &y, 8y,
9y ec. sonoiseni versi degli archi descritti dai respettivi
corpi, e che tali seni versi si esprimeranno come segue

y'sin.ver.m, y” sin. ver.m, y” sin. ver. m ec.

supponendo m I’ angolo di rotazione.

§. XXIL

Essendo per ipotesi sin. &'= cos. 8, sin. 2" = cos. 57,
gin. 2"’= cos.f”ec. e sussistendo per I'equilibrio I’ equazione

(1) yP'cos.a™+y" P” cos.a”+ 2" P cos. &'+ ec.=0
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¢ chiaro che sussisterd ancora I’ equazione
9 P’sin.a/+y” P” sin. &+ ec. =0
cioé I’equazione ricercata
3y P’'cos.B'+y" P’cos. 8"+ y""P"cos. 3"+ ec.=o0
quando gliangoli &', 2", 2 ec. e per conseguenza ', 3", 8
saranno respettivamente eguali tra loro. In tal caso mol-
tiplicando per sin. ver. 7, avremo
y’sin.ver.m P’cos. 8’4 3" sin. ver.m P”cos. "+
3" sin. ver.m P” cos. 3"+ ec.= o,
e quindi per il §. precedente sussistera I’equazione
P’cos.'dy +P’cos. 7 0y” +ec.= o
la quale aggiunta all’equazione (6), e facendo
Ay +dy =dy
Ay +3y"=dy”
Ay +3y" =dy”
ec.

otterremo I’ equazione

(9) P’cos. B'dy’+P”cos. £7d y"+ P""cos. §’d y"+ ec.=o.

§. XXIIL

Le condizioni adunque dell’ equilibrio ci hanno som-

ministrato le due equazioni (7), e (9); si rifletta ora, che

sommate insieme (e ragionando come al §. VI, e ricor-
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dandosi quanto si avvertl intorno alle caratteristiche al

§. ITL.) si dimostrera facilmente essere

cos.z'dx’ 4-cos.f'dy =dp’
cos.z” dx” +cos.£7dy = dp”
cos.e”'dx""+cos.B7 dy" =dp”
ec. ec.
¢ percio avremo finalmente
Pdp + P dp’+ P"dp"+ec.=o,
che ¢ I'equazione dei momenti dedotta dal Principio delle
Velocita Virtuali, qualora le d p’, dp”, d p”’ ec. suppon-

gansi infinitesime.

§. XXIV.

Si noti che ancora in questo caso non vi ¢ alcuna
circostanza, che obblighi a prendere dx, dx”, dx"ec.
39,3y, dy "ec. dx', dx", d ¥ ec. Ay, Ax" infinitesimi,
e che per conseguenza la nostra equuzione finita delle

forze

PApP+P'Ap"+P"np“+ec.=0

nasce dalle condizioni dell’equilibrio, ed ha luogo egual-
mente che I'equazione dei momenti del Sig.La Grange.

G
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§. XXV.

Che se suppongasi il movimento dato alla linea dei
corpi essere non gia astretto alla condizione sopra enun-
ciata, cio¢ che sia dircrro secondo il piano delle forze, ma
sta 11 qualunque direzione, di maniera che la linea stessa
progredisca ancora nel senso di un terzo asse z normale
ai due primi, ed inoltre ruotasse intorno all’asse delle x,
¢ manifesto che le condizioni del suo equilibrio oltre alle
equazioni (1), (2), (3) sopranotate, potrebbe parere,
che ne esigessero ancora altre due, lo ché bisogna esa-
minare, perche le idee sieno pit chiare ne’ seguenti pit
complicati casi. In fatti nella stessa guisa che le forze
facendo con I’asse delle x gli angoli &', 2" cc. le abbiamo
decomposte parallelamente a quest’asse nelle componenti
P’'cos.a’, P’cos.a”, P cos. s, ec. cosi facendo le forze
stesse con I’asse delle z gli angoli ',%", " 'ec. si decom-
porrebbero parallelamente a quest’ asse nelle P’ cos. ',
P”cos.y”, P cos.y"ec. e cosi converrebbe alle tre equa-
zioni sopraccennate aggiungerne una appartenente al moto
progressivo nel senso delle z , cioe

P’cos.y’+ P’ cos.y "+ P cos.y”"+ec.=0
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e un’altra appartenente al rotatorio intorno all’asse dcl-
le ¥, che sarebbe
P’cos.yy’+P" cos.y”y’+P" cos. "y "+ ec.=0;

ma per ipotesi le forze sono tutte parallele al piano del-
le x, y, ed essendo applicate alla medesima linea retta,
sono anco tutte nel medesimo piano; dunque gli angoli
¥> %", ¥ ec. sono tutti eguali a 9o°, e percio i loro co-
seni = o, e quindi le equazioni, che pareva doversi ag-
giungere , svaniscono per le condizioni stesse del Proble-
ma. Si presenta ancora una difficolta, considerando, che
per il moto impresso alla linea, questa potrebbe conce-
pire rotazioni intorno ad assi non passanti per I'istesso

punto; ma di questo si parlera pit opportunamente fra
poco.

§. XXVL

Considero inoltre applicate agli stessi corpi fissi
in linea retta le forze P, P”ec. le direzioni delle quali
P> p”ec. sieno qualunque. In tal caso prendo oltre i due
assi delle x, e delle y (il quale asse delle y essendo arbi-
trario, lo prendo come sopra parallelo alla linea dei corpi)
un terzo asse delle 2, ¢ riflettendo che per essere i corpi

in linea retta parallela all’asse dclle y, le forze P'cos. 3,
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P’ cos. 7, ec. non possono produrre altro, che un moto
di progressione, il moto di rotazione non potrh aver luo-
go, che in virtt delle altre forze, ed intorno ai soli due
assi delle x, e delle z, e I’ equazioni dell’ equilibrio saranno

(1) P’ cos.a’+ P cos.a”’+ P cos.a’"+ec. =0

(2) P cos. 3"+ P cos."+ P cos. "+ ec.=o

(3) P'cos.y’+ P cos.y 4P cos.» "+ cc.=o

(4) 9P’ cos.a’4+y" P cos.a” - y"P" cos. s+ ec. = o

(5) y'P'cos.y/~4-y P cos.y " +y P cos. """+ ec. = o

§. XXVIL

Si conccpisca dato un moto qualunque alla linea , in
cui sono i punti agitati dalle date forze; ed in virtu di
ta] moto progrediscano i corpi nel senso dei tre assi delle
quantita Ax’, Ay, Az', per Je quali moltiplico respettiva-
mente le prime tre equazioni, che diventano

(6) Ax" (P’cos.a™4-P"cos. 2"+ P cos.z”"+ec.)=o

(7) Ay (P cos.'+ P cos. B'++P" cos. £ Fec.) = o

(8) Az (P’ cos. 9+ P” cos. '+ P cos.y”"+ec.)=o
Di piu abbiano i corpi un moto rotatorio intorno all’asse
delle z, ¢ per tal moto I’ equazione (4) si trasforma per le
ragioni sopraccennate in questa

(9)P’ cos.«'dx'+ P"cos.a”" dx"4 P cos. &’ d x4+ ec. =03
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e finalmente un moto rotatorio intorno all’asse delle v,
in virti del quale per una eguale ragione I’ equazione (5)
diventera
(10) P'cos. 9’82’ + P cos. 392"+ P cos.y "Iz +-ec.= 0

§. XXVIIL

Avanti di proseguire giova sciorre la difficolta ac-
cennata in fine del §. XXV, e che potrebbe oscurare non
solo il presente caso particolare, ma ancora molto piu
la generale Teorfa, che siamo in seguito per dimostrare.
Potrebbe alcuno ragionare cosi. Concedasi che la linca
dei corpi prenda due moti di rotazione , uno intorno
all’ asse delle z, e ["altro intorno a quello delle x», e che
percid I equazione (4) si cangi nell’ equazione (9), in vircl
della continna proporzione tra le quantita y’,y”, 3" ec.
e le dx, dx7, dx ec.; ma accio ’equazicne (5) sl cangi
nell’equazione (10), conviene che abbia Iuogo la continua
proporzione tra 1’ istesse quantita §’, 37, y"ec. e le 92,
0z”, 3z ec. e che in conseguenza il moto rotatorio in-
torno all’asse delle x sia tale, che il centro della rotazione
di ciaschedun corpo sia all’istessa distanza y', 3", y” ec.
da ciascheduno dei corpi ,a cui ¢ il centro della rotazione

intorno all’ asse delle z; ora questo come pu® combinarsi
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colla supposizione fatta, che il moto impresso alla linca
dei corpi sia qualunque, ¢ quindi capace di farla girare
intorno a due assi paralleli a quelli delle z, e delle ¥,
ma passanti per punti diversi, o sia non intersecati tra
loro, e percio inegualmente distanti da un istesso qualun-

que corpo?

§. XXIX.

La difficolta si puo sopire in vari modi, ma sempli-
cemente mi pare, che serva il dimostrare, che in ogni
caso I’ equazione (3) si trasforma nell’altra (10). In fatti
segua la rotazione intorno ad un asse parallelo a quello
delle x, ma situato a diversa distanza, e percio le distanze
dei corpi da esso non sieno altrimenti y’, 37, ”ec. ma
y’im,y”im ,y 7 xm , e percio non sieno le 92/, 3z,
3z ec. proporzionali alle 3, 3" " ec. ma bensialle y'=m,
5" =m ec. Cido posto essendo per ipotesi

5P cos.y' 4y Pleos. "+ 3P cos.y”+ec.=0
sari ancora

(y'=m) P’cos. y'+ (y"+m) P”cos.y”"+ec.= o0
mentre quest’ ultima equazione posta sotto Ia forma

' P’'cos.y’+y P” cos.y"+ ¥y P” cos. ¥+ ec.'“l> Y

+m( P’ cos.y'+ P cos.y "+ P cos.y” "+ ec. ) B
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si manifesta non essere altro che la somma, o la differen-
za della medesima equazione (5), e dell’ equazione (3),
moltiplicata per m; ma verificandosi tale equazione, si
verifica ancora I’equazione (10); dunque I’equazione (10)
dipende nonostante dall’ equazione (5), ed avra sempre
luogo nell’ ipotesi dell’ equilibrio, quantunque sia altresi
verissimo, che le y', 3", " ec. non siano proporzionali

alle 02/, 02", 2" ec.

§. XXX.

Riprendendo adesso il filo della dimostrazione, osser-
vo, che nelle equazioni (6), e (9) facendo
AX 0y =d X
AX - 8x" =dx”
Ay'+ ¥ =dx"
ec.
e sommandole insieme si ottiene
(11) P'cos.a’d ¥+ P cos.&”’dx"+ P"cos.a”’d "+ ec. = 0
similmente nelle equazioni (8), e (10) facendo
AZ 32 =d 2
AZ 02" =dz2”
AZ 482" =d 2"

ec‘
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e sommandole insieme abbiamo I’ equazione
(12) P'cos. y’'dz"+ P” cos. " dz "+ P cos.y”'dz""+ec.= o
onde i moti nel senso degli assi delle ¥, e z sono rac-

coltl, e assegnati .

§. XXXIL

Venendo a quelli nel senso delle y, & chiaro, che
oltre al moto progressivo Ay considerato nell’ equazione
(7), 1 corpi in questa direzione potranno avere altri moti
dependenti dalle rotazioni intorno agli assi delle x, e
delle z, e che tali moti saranno 1 seni versi degli angoli m,
ed n descritti con ciascheduna di tali rotazioni, come per
una rotazione sola fu avvertito nel caso della Figura seconda.
Ma ¢ notabile che nella presente occorrenza , non essendo
le direzioni delle forze, parallele nccessariamente per ipo-
tesi ad alcuno dei tre piani degli assi, non si potra sui)-
porre sin. &'=cos. 3, sin. "= cos. 3", sin.a”"=cos. " ec.
e percio il raziocinio adottato allora, non ¢ adottabile
adesso. E quantunque tanto in quel caso come in questo
facendo eguali tra loro, gli angoli farti dalle forze con
ciaschedun’ asse, e percid a'==a"—=a" ec., f'=p"=p"ec.,
+/’=z 9=z 9" ec. si potrebbe con la divisione liberare diret-

tamente ciascheduna equazione dalle funzioni di questi
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angoli, nondimeno credo utile il prendere un’altra strada
per familiarizzarsi con queste formole, ¢ per dedurre dal
calcolo quale sia la necessita del parallelismo, perche

abbia luogo I’ equazione delle forze.

§- XXXIL

Per ora adunque continuo a supporre gli angoli ine-
guali, e considero che le linee p’, p”, p” ec. che espri-
mono le direzioni delle forze, sicno proiettate nel piano
delle »,y, e suppongo che tali respettive proiezioni fac-
ciano con I'asse delle » gli angoli »’, r”, r"’ec. Cid posto
il Signor La Grange ha rimarcato a pag. 21. della Mecca-
nica, che, per esempio, pel primo corpo, supposto che

a, e b sieno le coordinate dei centri delle forze, e che

7'=4/(¥'—a’)*+ (y'—b")" sia la proiezione della p’ sul piano
x¥'—a s y=bv
~—==CO0S.T", *—:— =sin. r’; ma essen-
ol T

do ¥ —a'=p'cos.&’, ' —b'=p’ cos. B’ avremo

delle ', 3, sara

7=p'V/cos.2’*+cos. 8" ;ma cos.e* -+ cos. 2’ = 1 - cos. 77

P T cos. &’ ,
unque 7 ==p’'siil.  ; € per conseguenza ——— = cos. r,

sin,

Y4
cis'—@— =sin.r’, sicché finalmente cos. &’ — sin. !
Sin. , . &’ = sin. 9" cos.r’,

cos. 8’ = sin. 3’ sin.r’,
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§. XXXIIL

Cio posto facendo 1’istesso discorso per tutti i corpi

avremo

cos.&” =sin.y  cos.r’ cos. 3" =sin.y sin. ¥’

cos.z” =sin.»” cos.r”  cos.B” =sin. 5" sin. r”’

cos.a”’==sin.y"" cos.r’”  cos. 3""=sin.p" sin.r"”’

ec. ec.

e supponendo che le medesime linee p’, p”, p™ec. proiet-
tate nel piano delle x, 2 facciano con I’asse delle » gli

angoli s’, s, s ec. con un analogo raziocinio troveremo

cos. &’ =sin. 2’ cos.s’ co0s.y’ =sin. £’ sin. 8

cos. & =sin. 7 cos. s” cos.y” =sin. f” sin. s”

cos. 2’ =sin. 8" cos. s’ cos. y”'=sin. " sin. s
ec. ec.

e supponendo che le proiezioni delle medesime linee p’,

p", p” ec. nel piano delle y, z facciano coll’asse delle y

,

gli angoli ¢, 17, " ec. si otterra
cos. 3’ =sin.«’ cos.t’ cos. y =sim &’ sin.t’
cos. £ =sin. & cos.t” cos.y” =sin.a” sin.t”

/

cos. "=sin.a” cos.t” cos.p'"=sin.&” sin. 1™

cC. €C.
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6. XXXIV.

Suppongo che i seni versi descritti dai corpi per
Pangolo di rotazione m, intorno all’asse delle z, sieno
3y, 8y”, 8y ec. eguali respettivamente a y’ sin. ver. nz,
9" sin. ver.m, ec., e che i seni versi dell’angolo n di rota-
zione intorno all’asse delle x sieno 3"y, &'y, 3"9”, ec.
eguali respettivamente a 9 sin.ver.n, p”sin.ver.n, cc.;
e si noti che ho contrassegnato in quest’ultimi la caratte-
ristica 9 con un accento, per distingucre i moti descritti

per una rotazione , da quelli descritti per I’altra, di maniera

che 3y, ¢ diverso da &"y’, &y da 9"y”, e cosi degli altri.

§. XXXV.

Abbiamo dalle condizioni dell’ cquilibrio riportate
al §. XXVI. I’equazioni (4), e (5), che con le formole

del §. XXXIIL si trasformeranno in quest’altre due

(a) y'P’sin.y cos.r'+y" P”sin. 5" cos.r” "+

/1

17 r77 - 127 7
9y P sin.y" " cos.r 4 ec. =o

(b) 9y'P’sin.a sin.t’+y” P” sin. 2" sin, ¢ 4-

Y P sin e sin.t”’ 4 ec.=o0
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e da qualunque delle due si dedurranno i casi, nei quali
si verifica I’ equazione
y'P’cos. B’ +y"P” cos. B+ y""P” cos. 3“4 ec. =0
di cui ci serviremo per raccorre i moti occorsi secondo

I’ asse delley.

§. XXXVI.

Le condizioni dell’ equilibrio al sopraccitato §. XX VI
ci somministrano ancora I’equazione (2), che per le for-
mole del §. XXXIII. si trasforma in questa

(¢) P’sin. o sin.r’ -+ P”sin. 9" sin. r” 4
P sin.” sinr’”’}ec. =o
ovvero in quest’ altra
(d) P’sin.z’cos..’+P”sin.a” cos.t” -

’7

P sin.a” cos.t’” 4ec.=o
e la combinazione dell’ equazione (a) con I’ equazione (c);
o della (b) con la (d), servira all’ oggetto nostro perfetta-
mente . |
§. XXXVIIL

In fatti sussistendo I’equazione (a) sussistera ancora

I’equazione
(e) % P’sin.y sin.r 3" P”sin. 9" sin. r” +

y/// P/l’ sin. 7/// Sin. rlll + ec. — o
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qualora sia r'=r"=r""ec. ma sussistendo I’ equazione (e),
avremo ancora.
(f) 5'Pcos. 4y P’cos. B+ y""P"cos. 3" 4-ec. = o,
equazione che avremmo parimente ottenuto, combinando
le altre due equazioni (b), (d), e supponendo tra loro

eguali gl angoli 1',t”, (' ec.

§. XXXVIIL

In qualunque pertanto dei due piani, o delle y, »,
o delle y, z, le proiezioni delle direzioni delle forze si
suppongano parallele, si avra I’equazione (f), e quel-
la moltiplicata per sin. ver. m, e ricordandosi che &y'=
9y sin.ver.m, 8y =y" sin.ver.m, 39" = 3y sin.ver.m, ec.
somministrera I’ equazione
(13) P'cos. B3y’ +P"cos.f7dy”"4- P cos. By +-ec.=0;
ed inolire Pistessa equazione () moltiplicata per sin.ver.n,
¢ sovvenendosi che 4"y = y’sin ver.n, §’y"=y"sin. ver.n,
8"y’ =y""sin. ver. n ec. somministrera I’ equazione

(14) P/COS' B/a:y/_l_ PIICOS. ﬁ”a"y”_l_ P///COS. @/llé‘y”/_l_ ec. — o .

§. XXXIX.

Sommando adunque insieme le equazioni (7), (13),

e (14) , e facendo
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Ay +3y +37y =dy
AY +3y" + 8y = dy”
DY +3y" "+ 8y =dy”
ec.
avremo I’ equazione
(15)P'cos. §'dy’+- P cos. g"d y"+ P"cos. g’d y"”+ ec.= o,
ove tutti i moti nel senso delle y sono raccolti, e som-
mando insieme le tre equazioni (11), (12), e (13), in
virtu delle solite formole
P'cos.a’d ¥+ P'cos. 'dy'+P'cos.y’' dz’'=d p’
Pcos.a”"dx"+ P"cos. " dy "+ P’cos.p” dz’ =d j
ec.
ne risultera finalmente I’ equazione
Pdp +P'dp’+P"dp” 4 ec.
che ¢ quella dei momenti, qualora ledp’,dp”,dp” ec.

si suppongano infinitesime.

§. XL.

Dunque data una quantita di punti, o corpi disposti
in linca retea, a ciascheduno dei quali sieno applicate delle
forze comunque, suppongasi che queste non sieno astrette
ad altra condizione, che a quella di avere parallele tra

loro, le respettive proiezioni fatte in un piano passante per
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la linea retta suddetta; in tal caso, se in qualunque parte
dcllo spazio si concepisca una linea eguale alla proposta,
in cui sono i punti agitati dalle forze, e da ciaschedun
punto di questa nuova linea si conduca una normale sulla
direzione della forza applicata all’analogo punto della pro-
posta, e che tutte le intercette da ciascheduna di tali
normali, moltiplicate per le respettive forze formino una

serie di prodotti = o, la linea proposta sara in equilibrio.

§. XLI

Si vede che tanto in questo caso, quanto nel prece-
dente accid sussistano tutte le equazioni necessarie , non &
dimostrato essere la condizione unica quella dell’ egna-
glianza tra gli angoli, che fanno le direzioni delle forze,
onde questo potrebbe fare sperare, che I’equazione delle
forze possa sussistere ,.anco prescindendo da qualunque
parallelismo tra le direzioni delle forze, purche i punti

ai quali sono applicate sieno in linea retta.

§. XLII

Per convalidare i nostri resultati ancora con I ispe-
zione della figura , consideriamo adesso (Fig.3.) 1 corpi

A, B, C, ec. sempre nell’ istesso piano, ma non piu in
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linea retta, e disposti comunque in A, B, C. Sieno essi
agitati dalle forze P’, P”, P"’ec. nelle direzioni AE, BF,
CG cc. parallele all’asse M X delle x, e per conseguenza
normali all’asse delle y. E'chiaro, che le condizioni
dell’ equilibrio saranno, come nel caso della linea retta,
espresse dalle equazioni

P+P'+P"1lec.=o0

Y P +y'P'4+y”"P" 4 ec.=o,;
ma se si dia un moto a quella linea A4 BC ec. che tie-
ne legati i corpi, questo potra come sopra esser com-
posto di progressivo, e rotatorio, e quanto al progressivo
non vi ¢ alcuna varieta in ‘esso dall’essere in linea retta,
o non retta disposti 1 corpi; quanto al rotatorio poi si
vede facilmente, che quando i corpi non sono in linea
retta, gli spazi che ruotando descrivono nel senso delle
forze P, P”ec. non sono gli stessi, che con la stessa ruo-
tazione descriverebbero se fossero in linea retta; e sicco-
me tali spazi conviene che possano sostituirsi nella equa-
zione

Y P +y'P’+ec.=o0
invece delle 3, 3" ec. cosi questo ¢’ impegna nella neces-

sith di conoscerne la natura, e la relazione che hanno

tra loro.
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§. XLIIL

A tale oggetto sieno (Fig.4.) i due corpi a, e b si-
tuati non in linea retta rispetto ad un punto M, che sia
il centro degli assi, ed agitati da forze p’, p” nelle dire-
zioni aE, bF parallele all’asse delle ¥, e percio normali
a quello delle y, in cui prodotte le dette loro direziont
s’ incontrino in 4, e B, di modo che sia M4 =y,
MB =y"; ¢ chiaro che chiamando m’, ed m”//g]i angoli
AMa,BMb,sars Ma=—2—, Mb = —2-— . Posto

cos. m cOS. m
cio, se il sistema, che tienc i due corpi st muove ruo-
tando intorno all’ asse delle z perpendicolare al piano del-
le x, y, ¢ passante per M, e descrive I'angolo r, i punti
A, B descriveranno nel senso delle forze, o sia parallela-
mente alle x, gli spazi A A"=y sin.r, BB"=y"sin. r, e
percio come sopra abbiamo rilevato saranno proporzionu]i
alle ", y”, e tali spazi potranno sostituirsi, come sopra fu
fatto nella equazione
Y P+y P'+ec.=o

invece delle y', 9", ed ottenersi I’equazione trasformata,
come nei casi precedenti. Ma mentre i punti 4, e B ande-
ranno in A',e B’, i punti a,e b descriveranno il medesimo
angolo r, ed anderanno in a’, e #’; ma nel senso delle

1
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forze, lo spazio da essi percorso sara ben differente. In
fatei tale spazio sara uguale per il corpo a, ad aa”, e per
il corpo b sara = bb”’; ed analiticamente si vedra, che per

il corpo a sara lo spazio descritto

’
——{sin.(m'+r) — sin. m
COS. m ( + )

e per il corpo b sara
74

.)’ . 77 . - )
— ! sin.(m r) —sin.m
cos. m” ( +r)

§. XLIV.

L’espressione di questo spazio descritto nel senso
delle forze per un corpo qualunque del sistema situato in
modo, che la linca, che lo congiunge col centro degli assi

. (
faccia con I'asse delle y P'angolo m™, e che appartenga
alla coordinata 3, si esprimera dunque generalmente cosi
(=)
J
cos. m )

sin. —sin. m
( in.(m'* & r) —sin. m d))

e questa formola si trasformera facilmente in quest’altra
3@ sinr—y™ (1 —cos. r) tang. m* ;

ma siccome il corrispondente punto nell’ asse delle y de-

scriverebbe con I’ istessa rotazione r nel senso delle forze,

lo spazio y ™ sin. r, si vede subito, che il punto situato

con tali condizioni fuori dell’ asse, descrive uno spazio.
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minore, perché sempre sard 1> cos.r, ¢ che tali due
spazi si riducono eguali nel caso, in cui sia r:.or_o, ncl
qual caso sin.r=r, cos.r =1, ed allora per conseguenza
si potranno trattare gli spazi descritti da questi corpi,
come se fossero descritti dai medesimi corpi, ma situa-
ti nell’asse delle y, ed ecco la prima causa di neces-
sita geometrica (la chiamo cosi per distinguerla dalla
meccanica notata dal Signor La Grange, ed accennata di
sopra ) che obbliga a considerare infinitesimo il movimen-
to da darsi al sistema, volendo che I’equazione dei mo-

menti dedotta dal Principio delle Velocita Virtuali, sia

vera generalmente in ogni caso.

§. XLV.

E'perd da notarsi, che vi sono infiniti casi, nei quali il
moto rotatorio pud esser finito, ¢ non esistere 1 corpi nella
linca retta normale alle forze , ed essere reperibile I’ equa-
zione delle forze , e quella dei momenti dedotta dal Princi-
pio delle Velocita Virtuali. In fatti date le due equazioni

Y P 4y P'4ec.=o0
P4+ P’4 ec.=o
si tratta di esaurire tutti i casi, nei quali la quantity

. ( s :
y(“)(sm.r- (i-cos.r) tang. m™ ) sostituita successivamente
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in luogo delle y’, 5 ec. nella prima delle due precedenti

equazioni produca una quantita = o, quando sono date le

due sopranotate equazioni.

§. XLVL

Si ¢ gia rilevato, che il caso piu generale, ed ovvio,
in cui ha luogo questa sostituzione, occorre quando
I oy . . . %) .
r=—. Vi¢ inoltre il casoin cuil’angolo m ) sia comune
a tutti i punti in questione, mentre allora essendo questo

k4 2N
angolo, come I’ angolo r, quantita costante , facendo
. . a
sin. r— (1 — cos.r ) tang. m = q » e sostituendo _y( ' q
successivamente in vece di y’, 9", 5" ec. nell’ equazione

Y P4 39" P "+ ec. =0, si avra ['istessa equazione moltipli-

cata per ¢, e percio sussistendo la proposta, sussistera
ancora la trasformata; ma si conosce facilmente, che quan-
do m™ & costante , facendo tutte le linee, che vanno dai
vari corpi al centro degli assi I'angolo medesimo, i corpi
sono in linea retta; dunque si conclude , che essendo i
corpi disposti in linea retta, quantunque non normile alle
direziont delle forze tra loro parallele, il moto non € ne-
cessario, che sia infinitesimo, e I’ equazione delle forze ha

liogo egualmente che I’ equazione dei momenti, la quale
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esige il moto infinitesimo, come ai §§. precedenti per al-

tra strada abbiamo potuto rilevare.

§, XLVIL

Si potrcbbe ancora considerare un’altra serie di casi,

nei quali date le due equazioni

Yy P4y P4y P"+ec.=0

P 4+P’"4+P"+4ec. =0
sostituendo per ¥, ¥, y"ec. la quantithy(“) moltiplicata,
o aggiunta ad una funzione data I, cosicche y(“) F, espri-
messe lo spazio descritto dai vari corpi, si ottenesse una
trasformata = o, e venisse a crescere il numero dei casi,
nei quali il moto da darsi al sistema non occorresse che
fosse infinitesimo, ma potesse essere qualunque finito.
Questa discussione piuttosto interessante I'analisi, che la
meccanica, giova omettere adesso, e soltanto noteremo
una forma, che potrebbe averey(“) F per ottenere tale in-

tenco.
§. XLVIIL

La forma piu ovvia, che subito si presenta sarebbe
quella, in coi i vari corpi descrivessero spazi espressi

dalla funzione gy™ = s, ponendo, come si & supposto
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sopra, successivamente per («) uno, due, tre, accenti, se-
condo che si riferisce al primo,secondo, terzo ec. corpo.
In fatti eseguita la sostituzione nella equazione y P’
Yy 'P"+ec. = o, avreme
q(y P+y Pty P74 ec) =
s(P+P'+P"+ec.)=o0,
onde sussistendo le due proposte, sussiste ancora la tras-
formata.
§- XLIX.

Ritornando pertanto al primo oggetto di questa dis-
cussione, si puo concludere , che qualora i corpi non sieno
situati in linea retta, € per conseguenza gli spazi da essi
percorsi per il moto impresso al sistema, non sieno- pro-
porzionali, ¢ non si possano sostitaire alle 3/, ¥, 3" ec.,
sara espediente il ristringere I’ipotesi di un moto qualun-
que da imprimersi al sistema, e ridurla ad un moto qua-
lunque, ma infinitesimo, o sia considerare il solo primo
istante di esso moto, conforme allo spirito del metodo
delle Velocita Virtuali; nel qual caso, come abbiamo ve-
duto , la sostituzione sopra notata pud eseguirsi , e per
conseguenza ricavarsi dalle condizioni dell’ equilibrio I’e-
quazione dei momenti dipendente dal Principio delle Ve-

locita Virtnali.
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§. L.

St osservino adesso sulla medesima Fig. 4. gli spazi,
che percorreranno gli stessi punti a,b ,nel senso delle y,
mentre nel senso delle » hanno percorso gli spazi aa”, bb”
espressi analiticamente come sopra. E' chiaro che nel sen-
so delle y, ‘con la medesima rotazione r, i punti z,¢ 3,
(corrispondenti ai medesimi corpi a, b) nell’asse delle »,
descriveranno nel senso delle y gli spazi »"sin.r, x”sin. r,
ed i puntia, e b descriveranno nell’istesso senso gli spazi

%'sin.r4-x"( 1 — cos.r ) cotang.m’

¥ sin.r 4 x""( 1 —cos.r) cotang. m”

§. LL

Quindi un qualunque punto corrispondente all’ indi-
ce (@), che abbiam visto nel senso delle » descriverebbe
lo spazio

y(”) sin.r — 9 (1 —cos.r) tang. m®>

descrivera nel senso delle y lo spazio

xPsin. r 4 x (“)( I — cos.r) cotang. 7 @),
€ per conscguenza il primo sara sempre minore di quello,
che con I’istessa rotazione descrive il corrispondente pun-

to dell’asse delle y, ed il secondo maggiore di quello,
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che descrive il corrispondente punto dell’asse delle &; e
tanto quello, che questo saranno proporzionali agli spazi
descritti dai sopraddetti corrispondenti punti nel caso
di r:_ol_o_,- e finalmente qualora sia I'angolo m=435°, ciog
la linea dei corpi sia egualmente inclinata a ciascheduno
degli assi, gli spazi sopra descritti diventeranno
3@ sinr—y® (1 —cos.r)

@ sinr + 2™ (1—cos.r)

§. LIL

Premesso tutto cio & facile passare ad un caso piu
complicato dei precedenti, ed a tal fine suppongo, che
a quanti si vogliano punti di un piano sieno applicate
delle forze parallele al piano stesso, che per esempio,
sia quello delle x, y. L.’ equazioni necessarie per I equili-
brio saranno primieramentc le due appartenenti al moto
di traslazione, cioe

(1) P’cos.a’+ P cos.a”4 P cos. "4 ec. = o

(2) P’cos.B’+P” cos. B’+ P cos. " 4ec.=o0;
quanto poi al moto di rotazione, esso esigera una equa-
zione sola , ma piu composta di ciascheduna di quelle
esaminate fin qui, ed & facile convincersi, che avra la

forma seguente
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(3) P’ (cos.a’y"—cos. 3'x")+P"(cos.e”y"—cos. B'x") 4
P (cos.a’” y""+cos.f7 ¥”) + ec. = o.

§. LIIL

Supposto il sistema in equilibrio, e che gli sia dato

un urto per cui progredisca nel senso delle x, e delle y

respettivamente delle quantith comuni a tutti i punti Ax’',
e Ay, le due equazioni (1), e (2) diventeranno al solito
(4) Ax"(P'cos.a’+P” cos. 2”4 P cos.a’’+ec.)=o0

(5) 89" (P cos.p’+ P cos. 3"+P" cos. 3" +ec.)=o.

§. LIV.

Quanto alla trasformazione dell’equazione (3), si os-
servi primieramente che essa pud mettersi sotto la forma
P’ cos.a’y’+P” cos.a”y"-+P" cos.&”"y" "+ ec.

— (P’cos. ' ¥+ P"cos. 8" x4 P cos. ¥ ec.) = o,
ed inoltrc, che dando un moto al sistema si descriveran-
no nel primo istante del movimento per il moto rotatorio
intorno ad un asse normale al piano proposto, ( e che sup-
pongo, essendo arbitrario, che passi per il centro degli
assi delle x, e y) si descriveranno, dico, dai vari punti

nelle dirczioni parallele agli assi suddetti gli spazi infini-

rr7 lids

nitesimi dx”, dx”, dx”"ec. 3y, 99",y ec., e che essendo

K
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infinitesimi, per quello che si & dimostrato al §. XXX. e

seguenti, avranno luogo le analogie
’ y/ :y// — é\x/ . a\x//
y' :y/II: a\x/ : 3‘”’//

ec.
X x =238y : dy”

s’

X x"=0y": 3y
ec.
onde avremo
Ly
J = ox’
" —‘y/ ax//
T X
/,/-—‘yl ;x/fl
T 0x

€C.

X3y
3y
x'3y”
=5
,, ¥y
ec.
e sostituendo queste quantita nellz equazione precedente,

/

X =

7’7

essa diventa

(6) g; (P'dx cos. &’ +P” 85" cos. &” 4P’ dx" cos. ™'+ ec.)

_— }}(P’5}”008-ﬁ/-I-P”cyy”COS-ﬂ”—l—Pm()\y”/cos;ﬁw—l— ec.) —o.
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§. LV.

Si osservi che ad oggetto di dedurre da questa equa-
zione quella dei momenti, conviene liberarla dalle quan-
. Tx 4 . . g
tlth;\l,— 5 che moltiplicano 1 due membri di essa, ed
X J

impediscono d’instituire, come nei casi precedenti ab-
biamo fatto le equazioni
dp’=cos.a’dx’'+cos.B'dy’
dp’=cos.a”dx"+cos. 3" dy”

€C.
§. LVI

Questo ostacolo si puod superare direttamente consi-

derando, che le quantithg_, ) %appellano al primo pun-
¥
to del sistema proposto, e che questo primo punto in
virtt del moto di rotazione non puo scostarsi dal centro
della rotazione medesima, dal qual centro esso ¢ distante
della quantita 4/%” 49~ la quale quantita appunto perche
non puo variare, deve essere per esprimere questa condi-
zione posta eguale ad una costante; avremo adunque
vV (¥ 4+ y*)=cost.

onde differenziando con le caratteristiche &', sara "dx’-y'dy =0
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e percio = quindi sostituendo una di queste

quantita per I’altra nell’equazione precedente, essa si ri-

durra a questa

(7) P’'9x" cos.a’+P”dx"cos.a”’+ P dx""cos. &+ ec.
+P"dy'cos. B'+P"dy" cos. B"+P 3y 'cos. B+ ec.=0

§. LVIL

Sommando adesso le due equazioni (4), e (5) con
I’ equazione (7), e facendo
dx’ =Ax'+dx
dx’=nax"+ 8"
dx”" =ax1+dx"
ec.
dy =8y +3y
dy" =8y +3dy”
dy”=ny +dy”
ec.

77

e ricordandosi, che
dp’=cos.a’ dx'-cos. B'dy’
dp”= cos.a” dx"+ cos. 8”dy”
ec.

otterremo
Pldp/+ Pl/dp/l+ P,’//dpl/l+ ec. :o

che ¢& I’ equazione dei momenti che si ricerca.
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§. LVIIL

Conviene notare che in questo caso per ottenere
I’ equazione dei momenti, oltre alla necessita di conside-
rare la rotazione infinitesima, per causa che manca la con-
dizione della rettilinea disposizione dei punti, o corpi, ¢

comparsa ancora un altra necessita di fare I’ istessa suppo-

’ ’

sizione per toglier di mezzo le due quantita 55 37 lo
che abbiamo ottenuto differenziando v/ (+”+5*) a diffe-
renze infinitesime ; onde Jx”, )" ec. € stato tacitamente
per la natura della questione necessario considerarle infini-
tesime , perch¢ la quantita suddetta, se non si fossero prese

1e -differenze infinitesime , -non avrebbe somministrato
yl x'

' 8y
da affezioni meccaniche, ma soltanto geometriche (e le

Ed ecco adunque due cause procedenti non

chiamo cosi, comecche originate da una situazione, o fi-
gura del sistema ) delle quali non trovo alcuno, che fino
ad ora abbia fatto menzione, e che obbligano generalmen-
te parlando a considerare una rotazione infinitesima, vo-
lendo che si verifichi sempre I’equazione dei momenti,

in conseguenza dell’ equilibrio.
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§. LIX.

E'tuttavia da considerarsi, che questi due casi rien-
trano molte volte uno nell’altro; percheé gquando i punti
non sono in linea retta, la rotazione dee essere infini-
tesima, e allora per la natura della questione si ha senza
altra considerazione I’obbligo di prendere d«', d)’ infini-

tesime , nel differenziare la quantita costante VT,
4
X

a'“"ﬁ?‘

e si ottiene dunque dircttamente I’ equazione
§- LX

Dal differenziare a differenze infinitesime la quantitl
V(& +y7)
che abbiamo supposta per la natura della questione eguale
ad una costante, si ¢ potuta ricavare I’ equazione
x dx'+ydy =o,
la quale fissando la ragione fra i differenziali delle coordi-
nate prodotti dalla rotazione, interessera moltissimo le
cose da dimostrarsi nella seconda parte. Giova pertanto
illustrare, e confermare questa ragione tra i dctri diffe-
renziali, lo che si otterra con la contemplazione della

Figura quinta.
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§. LXI.

Dati i due assi delle x, y, cioe MX, MV intorno al
centro M, dei quali il corpo corrispondente alle coor-
dinate ME=x", MD =1y si supponga descrivere un arco
di cerchio nel piano dei due assi, ed abbia descritto
Varco AbB. E'chiaro che CB, CA saranno gli spazi,
che con tale rotazione avrd percorso il corpo nel senso
delle », ed in quello delle y; ed ¢ altresi evidente, che
se lo spazio C B sara stato in aumento della coordinata x,
lo spazio CA sara in decremento della respettiva coordi-
nata y, e viceversa; di maniera che paragonando tra loro
le variazioni di tali coordinate secondo che quelle si sup-
porranao positive, o negative, converra al contrario as-
sumere queste negative, o positive; tanto sia detto rispet-
to alla qualita dei segni appartenenti alle due variazioni,
o diflerenziali .

§. LXIIL

Inoltre ¢ chiaro, che se "arco AbB sia finito, le
quattro linee ME, MD, AC, CB non possono mai essere
tra loro proporzionali; al contrario se I’ arco descritto dal
corpo sia infinitesimo come Ab, di maniera che si con-

fonda con la tangente A F normale al raggio .4 M, gli spazi
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percorsi nel senso delle coordinate saranno parimente in-
finitesimi, ed avremo bc=3x', cA=—79’, supponendo
tali variazioni infinitesime. Ma essendo in tal caso simili
tra loro i due triangoli M AD, bcA, avremo MD : D A4
=ch:cA, cioey : ¥ =30x":—39y", e quindi I’ equazione

$x+ydy’=o, che abbiamo allora dedotta dalla consi-
derazione della costante distanza del corpo rotante dal

centro della rotazione, ¢ dalla quale nasce I’ equazione

J‘—T: 5\ ~» di cui abbiamo veduto essere uopo, per con-
X

dursi dalla ipotesi, ¢ dalle cquazioni dell’ equilibrio, a

quella dei momenti .

§. LXIIL

Da questo caso assai generale dedociamone uno dei
particolari esaminati sopra, e riduciamo le equazioni (1),
(2), (3) a rappresentare i punti, o corpi disposti in linea
vetta ; & facile il vedere, che se questa retta in cui si sup-
pongono i corpi faccia con I'asse delle y I'angolo m, e
supponendo che a’, a”, a”’ec. sieno gli angoli che fanno
le direzioni delle forze con la linea dei corpi, sara

g =m+a o =go°—m—da
R’ =m+a”’ &' =go°—~m—a”

ﬁ//l: m + alll aIII: 900_ m — alll
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e quindi
7 7 - - 7
cos. 3’ =cos. mcos.a’ —sin.m sin. a
r” ’ - . 1
cos. 3= cos.m cos.a’” — sin.msin. a
ec.
cos. &'= cos. (9o°— m ) cos. a’+sin. (9o°—m)sin.a’
cos. &” = cos. (9o°— m ) cos.a”+sin. (9o°—m) sin. a”
ec.
. \
cio¢
€0S. ¢’=sin.m cos.a’- cos.msin.a’

€0s. &' =sin. mcos.a” '+ cos.m sin.a”

(] o

§. LXIV.

Trasformeremo adunque in questa ipotesi |’ equazio-
ne (3), ( giacché delle altre due, cio¢ delle (1) e (2) non
occorre far parola, perché si referiscono soltanto ai moti
progressivi) e diventera

+ P’y (sin. mcos.a’- cos. msin. a’)

-+ P” 5" (sin.m cos. a”+cos. msin.a”)
- ec.

— P’ x’(cos.m cos.a’— sin.msina’)

— P”x” (cos.mcos.a” —sin. msin.a”)

~— €C. :°’



&( 82 R

e qualora suppongasi m=43°, cio¢ la linea dei corpi egual-
mente inclinata ad ambedue gli assi, I’ equazione stessa
diventa

~+ P’y (cos.a’+sin.a’)

~+ P”y” (cos.a”+sin.a”)

+ ec.

— P'x"(cos.a’—sin. a’)

— P”x” (cos.a”’—sin.a”)

— €C.=0.
6 LXV.

In questo stato di cose dando una rotazione finita
alla linea dei corpi nel piano delle &, y, si ¢ notato sopra
che sussistera la sostituzione delle 3y, <§y"ec. in luogo
x', ¥"ec. e delle 3+, dx” ec. in luogo delle »',y" ec., per-
che i corpi sono disposti in linea retta, e dunque I’ equa-
_zione/ precedente diventera

_3%7 (ch'(cos. a’+sin.a’)+dx"(cos.a”+sin.a”) + ec. )

—%;(Jy'(cos.a'——sin. a’)+ 3y (cos.a”’—sin.a”’ )+ ec. ) =o0;

ma si ¢ veduto che in questa ipotesi abbiamo
dx’=y'(sin.r— 1+ cos.r) =y (sin.r —sim ver.r)
Jy'=«"(sin.r 4 1—cos.r)=«"(sin.r +sin. ver.r)

dunque I’ equazione si trasformerd finalmente in questa
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L (3/(cos.a’+sin.a’)}+-3x"(cos.a”Fsina”)+- ec.)

sin.r — sin.v.r

- sin. r+ sin.v. r(ay (COS a —sm a )+5y (COS a’—sin.a )+ ec)
§. LXVL

Quindi volendo passare a ridurre i moti secondo gli
assi, a quelli dp’, dp” ec. nelle direzioni delle forze, e li-

berare ambedue i membri di questa equazione dai fattori

I !
: : A : -
Sin.r -~ SifN. Ver.r ° Sli.r — SI.VET./

si manifesta cid aver luogo, quando questi si riducono
eguali tra loro, cio¢ quando sin. ver. r & infinitesimo rispetto

. 1 .
a sin.r, lo che accade quando r=—, nel qual caso il se-

no verso & un infinitesimo del secondo ordine.

§. LXVIL

Che se si credesse che la riduzione nelle direzioni
delle forze , attesa la semplice forma della equazione
trasformata , si potesse ottenere ancora senza liberarla dai

due fattori, si potra esaurire il tentativo, e ridurlo alla’

discussione seguente. Date le equazioni
m +n =p
= p”
m”4n""=p”
ec.

=0
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fm' +gn =q §

44 144

fmll + gnll — q P
fm//l+ g.n/lI: q///P’II
€cC.

trovare i casi nei quali sia ¢'=¢"=q" ec.; mentre allora

sussistendo I’ equazicne
f(m'+m'+m"4ec.
+g(n'+n"+n"" + ec. ) =0
sussisterebbe ancora p’+p+p”'+ec.=o

§. LXVIIL

A tale oggetto si osservi che sara

,_fmiden _ fmfgn’

q P m-+n
y fm/{ + g n;/ N fmll+ g nll
_— P// - m"-{_n."
€C.

e nel supposto di ¢'=¢” avremo
(fm+gn) (mpn")=(fm'+gn’") (m'+n')

cioe

fm'm'gn m’+fm'n"+gn’ n"=

fm" m'+gn” m'+fm" n'+gn”n’

ovverogn'm’ '+ fm'n"=gn"m'+{fm"n’, e quindi (g-f)m"n’

= (g—f) m'n”, e finalmente' m"n'=m’n"; dal che gia
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si vede che la proposta eguaglianza tra le quantita q°,¢",
q” ec. non dipende dalla natura dei coefficienti f, e g,

ma dalle quantita m’, m”, n’, n” ec., che debbono essere

proporzionali.
§. LXIX.
Se adesso st osservi che nel caso nostro abbiamo
m =cos.a’+sin.a’, 7 = cos.a’—sin.a’
m”’=cos.a”+sin.a”, n’=cos.a”’—sin.a”

onde

m’n’= (cos.a”+sin.a”) (cos.a’—sin.a")

m'n"= (cos.a’}sin.a’) (cos.a”"—sin.a”)
€ quindi
sin.a” cos. a’— co8.d” sin, a’ =sin. a’ cos. a”— cos. a’sin.a”,
cio¢ sin.(a”"—a")=sin.(a'—a"),.ed a”=a’; per conse-
guenza si viene a confermare, che volendo dispensarsi
dal liberare I’ equazione dai sopra descritti fattori, ¢ ne-
cessario il parallelismo tra le direzioni delle forze, almeno

rispetto ad un piano passante per la linea dei corpi.

§. LXX.

Dallo sviluppo adunque di questo caso si viene a di-

mostrare per altra strada cio, che sopra si ¢ presentato,
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e che poteva restare ancdra meritevole d’illustrazione,
cioe il seguente nuovo, ¢ gencrale Teorema. L’ equazione
delie forze avra luogo egualmenie che quella dei momenti,
quando i corpt saranno stabiliti in linea retta, ed inoltre le.
forze comunque applicatevi, se non avranno le direzioni
parallele tra lofo, le avranno almeno tali, che sieno paral-
lele le proiezioni di esse, faite in un piane passante per la

linea dei corpi.

§. LXXI.

Considerando adesso con tutts la possibile- gete ralith
un sistema a distanze invariabili, e a quantisi vogliano punti
del quale sieno applicate forze qualunque P’, P”, P"” ¢c.
con le direzioni p’, p”, p” ec., ¢ chiaro che supposti i
soliti tre assi delle », ¥, z con 1 quali respettivamente le
forze facciane gli angoli &', &”, 2 ec., @', 7, B ec.,
2, v, o ec., le equazioni necessarie per I’equilibrio di
questo COrpo saranno

(1) P’ cos.&’4-P"cos.&”’+P" cos. 2’ ec. = o

(2) P’cos.-P”cos. 3"+ P"cos.f"+ec.=o

(3) P'cos.y+P"cos.y”"+P"cos.y"+ec.=0

(4) P’ (cos.a’y’—cos.@'x )+ P” (cos. &y "—cos. "%

4 P (cos. &y~ cos. 3% )4 ec.=0
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(5) P’(cos.2’'z'—cos.y’x" )+ P”(cos.2”2"— cos. y"x”)

7, 117 127 277

+ P (cos.a”’ 2" —cos.y”’5" )+ ec.=o0
27 27

(6) P’(cos. 3’z —cos.y’y’)+P”(cos. B’z —cos.y"y")
4P (cos. B2 —cos. ¥y ) + ec.= o.

§. LXXIL

Moltiplico le prime tre per Ax’, Ay’, AZ', che sieno
gli spazi, che progressivamente nel senso dei tre assi
hanno percorso tutti i corpi, o punti del sistema per il
moto impressoli per ipotesi, ed ottengo

(7) (P cos.a’+ P’ cos.e”"+ P" cos.a”+ec.) Ax'=o
(8) (P’cos. 4P’ cos. B+ P”cos. £+ ec.) ay'= 0o
(9) (P'cos.y’+P" cos.y "+ P cos.y”"+ec.) Az’=0

§. LXXIIL

Quanto poi alle altre tre appartenenti al moto di rota-
zione ( che per le cose sopra notate non potra essere che infi-

nitesimo) io osservo che I’ equazione (4) si cangia in questa
/’
(10) J‘i ~(P’cos.a’dx"+-P"cos.a” dx"' P cos.a” dx""+-ec.)
x/

mentre appartenendo al moto rotatorio intorno all’ asse

(P'cos.p'dy"+P cos. 3”9y "+ P cos.p””dy " +ec.)=0

delle z, intorno al quale per il moto impresso al sistema
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i corpi avranno percorso gli spazietti Jx’, dx”, dx”” ec.
dy's 3", dy” ec., si potra sostituire per le cose notate pre-

cedentemente, in vece di ¥, x”, ¥ ec., 5, ¥, " ec., le

leSPetthe quantlta proporzxonall, € Sl trovela Jt’ -—-.»‘t' ;Eyy,,
k'”_‘ . a}’” x///__ __”/ ec 9-"', Jx,,
E —_ a}y/’ i A\ ".y ya\x”‘y y J\x" .y
,J‘x”’
=y —}7 ec.
§. LXXIV.

In simil gunisa si trasformera I’ equazione (5), che
appartiene al moto di rotazione intorno all’ asse delle y,
intorno al quale, per il moto impresso al sistema, i corpi

4 77

descriveranno gli spazietti &'x’, 3'x”, & ec., 02/, 327,
dz"” ec.; ma qui si avverta, che gli spazietti descritti nel
senso delle x per questa rotazione , possono ( essendo qua-
lunque per ipotesi il moto impresso ) esser diversi da
quelli descritti per la rotazione intorno all’asse delle z, e
percio ho in quelli posto la semplice caratteristica &, la
dove in questi descritti per la rotazione intorno all’ asse
delle y ho accentato la caratteristica, e cosi &%, Jx” ec.,
3’ %', 3’ x”ec. si riconoscono per differenti tra loro, come

fu fatto sopra in simile occorrenza.
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§. LXXV.

E' necessario ancora rilevare, che per la rotazione
intorno ad uno degli assi, e per esempio a quello delle z,
si poteva supporre (come si & fatto nel trasformare I’ equa-
zione (4) nella (10), che gli spazietti dx’, dx”, dx"ec.,
3y, dy", 99" ec. fossero proporzionali alle y', y”, y” ec.,
x,x", ¥ ec, potendosi far passare ovunque il centro dei
tre assi; ma per trasformare I’equazione (5) la supposi-
zione di simile proporzionalita non puo generalmente as-
sumersi, meatre, essendo arbitrario il moto dato al siste-
ma, la rotazione intorno ad un asse parallelo alle y avra
luogo, ma non & obbligo che tal asse intersechi quello
delle z, cioé che passi per il punto che si ¢ scelto per
centro degli assi, nel contemplare la rotazione intorno
all’ asse delle z. Potranno adunque le &' %', ¢"x”, %" ec.,
dz’, dz”, 92" ec. essere proporzionali non gia alle z’, 27,
z"ec ,x', %", ¥ ec., ma bensl ad altre linee qualunque
della forma z’+m,z"+m,z" "+ mec., ¥t n,x"tn, ¥+ nec.,
e non per questo sara impedita la trasformazione della
equazione (5), come facilmente si manifestera seguendo
le vedute esposte precedentemente in occasione analoga

a questa.
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§. LXXVI.

In fatti essendo proporzionali le quantita sopraccenna-

te rispetto alle 9'x", §'x”, §'x"ec. 92, 327, §z"" ec., sara

x
Z,im :(z’im) 5\7;,—
} J.'x‘//
(z//im):(zi"'n) é\),
) , 9&’”
(z;”im):(z im) -—'—x';
ec.
e similmente _
Id /7 JZ’
(¥ £n)=(x"tn) 32
J\Z//
&' xn = (x'=n) Y
J\ZI/)
x//lin :(x/i_n) —52_
cC.
onde sara N
x
Z =(z'tm) 3\,—;,—:-77!
7/ Id a\,x,’
2z’ = (= +m) —5\,—;4-771
7’ L A\,x”’_
2 :(Z Im) /x/ rm
ec. a\ )
z
x = (x=n) 37 7"
77 / A\z” —
¥ =(x¥%n) 32
3211/
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§. LXXVIIL

Quindi I’equazione (5) si trasformera in questa
Z+m

x
x in /7 /3 ’ ’7 7 7 1274 1124 V44
— Tz’—(P c08.y 9z’ +P " cos. o/ 32"+ P""cos.y” 92" +ec.)

—(P'cos.&’d'x’'-P"cos.e” 3'x"+P""cos.a”’d' x""+ec.)

‘=m (P’ cos.a’+ P’ cos.a”’+P” cos.a”"+ ec.)

+n (P'cos.y’+ P cos.ny”+ P cos. ¥ +ec. = o,
ma i termini moltiplicati per m sono quelli dell’equa-
zione (1). che per ipotesi si ¢ veduto cssere = o, e 1 ter-
mini moltiplicati per n sono parimente = o, perche son
quelli dell’equazione (3);dunque I'cquazione(5) per quelle

sostltu7loni 3 trﬂsformr—rh effettivamente in questa

(11) __(P cos.a'd' x4 P cos.a”d ¥+ P cos.a’ ' x""+-ec.)
.Y i,‘l / ’ 7 77 //'\ // 1t ///$ 111
_._a_\_,(Pcos.y Jz'+Pcos.y = +P cos.y "2z fec.)=0.
z

§. LXXVIIL

Parimente I’ equazione (6) appartenente a'la rotazione
intorno all’asse delle x si trasformera , considerando che
Pinfinitesima rotazione che nascera intorno a quest’ asse
in virtu del moto impresso al sistcma, fara percorrere ai

171

corpi gli spazi §'z’, 92", 9"z ec., 8"y, 9" y", &'y " ec.,
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( avvertendo che ancor qui le caratteristiche & son vir-
golate per distinguere tali spazietti da quelli descritti nel
senso delle z, e delle y , in virtd delle altre due soprade-
scritte rotazioni ) e che quando questi spazietti non sieno
proporzionali alle respettive coordinate 3, 3", 9" ec. 2/,
2", z"ec., ma sieno proporzionali alle quantita 3" +gq,
y'=q,y"*qec., 2’ xr, 2'tr,2"£r cc., la trasformazione

riescira con eguale felicita.

§. LXXIX.

In effetto per tale proporzionalita facilmente si tro-

\
vera , che avremo

, , 'z’
y == 0wy
" , 92"
277 ’ é\,z,“
Y'xq=0*9) 37
ee€.

Z xr=(2'=*r) %y,—
Y wr—=(2 =* M
Z2/ xr=(2"=r) 5y

¥y
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¢ percio

2 =(2'xr) —g;?f,-*r
y

., , a\l 77

2/ =(2'=r) J—’:;—*—‘r

2= (2" *xr) %T_I‘
€c.

’ ’ J\IZ'

¥y =0*1) yr*4q

., . é\lzll

YV =0=q) y7+4

77 ’ a\’z”’

y'=0r*q) y7+4
ecC.

onde I’ equazione (6) diventa

2’ r
R P’cos.3'8y"4-P cos. 78y "+P"cos. 8y + ec )

._15’?_ T(P'cos.y’ 'z Pcos.y" 82"+ P "cos.y "'z + ec. )
z

w1 (P'cos. '+ P7cos. B+ P cos. B +ec.)

= q (P’ cos.y’+ P”cos.y”+ P cos.y"4+ec. ) =0,
ma i termini che in questa trasformata equazione si trovano
moltiplicati per g costituiscono I’ equazione (3), e quelli che
s1 trovano moltiplicati perr,costituiscono I’ equazione (2),
onde sono separatamente per se medesimi = o; dunque

¥ equazione (6) viene a ridursi alla seguente
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UZ)N L (P'cos.f/yy +P cos.8" 8y +P " cos.p 8y + ec.)

(P c0s.3' 3’2"+ P cos.5” 8’z L P cos.y” 8’z +ec.)=0

§. LXXX.

Si avverta adesso, che per quanto si ¢ precedente-
mente dimostrato, inerendo alla supposizione del moto
rotatorio infinitamente piccolo, ed alla necessita dell’ esser

sempre di senso contrario le quantita

&y, 3z
¥, 3z
>, >y

ovvero a quanto nasce dalla supposizione delle invariabili
distanze del respettivo centro di rotazione, avremo
X 3x'+ydy =o
(2'+m) 32+ (¥ *n)d x'=
(2'£r)d’z' - (y'+q) Iy’ =0

e ne scguira per conseguenza, che sara sempre nell’equa-

/’ /’

zione (10) . . . ... Y ¥
Jdx dy

z’+m x +n

nella (11) . .....

Yi T 97
e nella (12). . . . . za\ - )’;q
zZ
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. . I~ .
onde sostituendo le prime quantita alle seconde in tut-

1
re

te tre le dette equazioni, e respettivamente dividernd
’ 2+m z4r

er le medesime quantita —— - — PRI
P 9 dx’ > 2 X’ oy ’ -

‘le medesime ridctee alle tre seguenti

(13) P'cos. &’dx’'+ P“cos. «”dx"+-P""cos. & dx""+ ec.
+ P’cos. 23y’ P”cos. "9y "+ P cos. B”’éy"’—i~ ec.=o
(14) P cos.a’d'x+P’cos.a”’§x"+ P cos.a”§ x4 ec.
+P’cos.y 92" P cos. 92"+ P”cos. 92"+ ec.=0
(15) P cos. B9y + P’cos. 378y -+ Pcos. 377y + ec.

17

+ P'cos.y’d’z"+-P"cos.y 8’2"+ P cos. 5" 3’2"+ ec.=0

§. LXXXI.

Sommando adesso insieme queste tre equazioni, ne
avremo una , che conterra le condizioni dclle occorse
variazioni nel senso dei tre assi, per il moto rotatorio in-
torno a ciascheduno di essi, e sara la seguente

(16) P'cos.a’ (9%’ 8x")4 P cos.a” (dx"+ &%) -
P cos.a”’ ("4 35" ) +ec.
+ P'cos. 3 (dy'+37y" ) -+ P" cos. 7 (dy "+ &y ) -
P cos. 8" (Qy"+ 8y ) +-ec.
- P’'cos. /(92 482" )+ P” cos.p” (92" + 82" ) -
P” cos.y” (32"+ 38"z )+ ec.=o0.
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§. LXXXIL
Sommo con questa equazione le tre equazioni (7),
(8), (9), ed ottengo finalmente
(17) P'cos.a’(Ax'4 0x'4-'x") +P"cos. "' (Ax'+ Ix"+ 3'x")
1P cos.a’” (Ax'+dx"+ 35" +ec.
1 Péos. B(8y/+ &+ 8y ) - Pcos. B (8y/+ 997+ 95")
+P"cos. 7 (Ay' 430y + 3 y") + ec.
+ P'cos.y’ (az'+ 02"+ 3°2")+ P"cos. y” (Az' 49274 8'2")
+ P cos.y” (AZ'+ 92"+ 82" ) ec. = o,
la quale supponendo che la totalita dei moti secondo il
senso dei tre assi sia dx’, dv”’, dx”ec., dy, dy”, dy”ec.,
dz’, dz”, dz'”, ec., e facendo percio
A O L x =dx
Ax + 84 Fx” =d x”
AX 048X =d X
ec.
by +dy 40y =dy
Ay 3y + 3y =dy”
Ay + 9y "+ 8y =dy”
ec.
Az 402402 =d2
AZ 432+ 32 =dz”
AT 432 % =dz”

ccC.
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avremo
P’ (cos.a’dx"+ cos. B'dy’+cos. y'dz")
+ P (cos. &"dx"+ cos. ”dy”+ cos. ' dz")
+ P (cos. &”’dx""+ cos. B 'dy” "+ cos. "' dz""")
+ ec. =o,
cioe essendo al solito
cos.2’dx’'+ cos. B'dy’+- cos. y'dz' =d p’
cos. &”dx""+ cos. 7 'dy”+ cos.y"dz” = d p”
cos. 2”’dx""+cos. B7'dy” "+ cos. 5 dz"=d p”

c€cC.

Pdp+P'dp"+P"d p"+ ec.=o0,
che ¢ I'equazione dei momenti dedotta dal Principio delle

Velocita Virtuah .

§. LXXXIIL

Si puo dunque concludere, che in ogni sistema, in
cui I’ equilibrio dipenda dalle equazioni (1), (2),(3),(4),
(5)> (6) del § LXXI, la proprieta della somma dei mo-
menti -= o, o sia |’equazione P'dp’+ P"dp”+ec.=o ¢ una
proprieta necessaria, e indivisibile dall’equilibrio. E' no-
tabile che il movimento, che si da al sistema per ottenere
I’equazione suddetta, in molti casi, come abbiam dimo-

N
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strato, puo essere finito, ed allora essa diventa I’ equazio-
ne delle forze ; ma generalmente parlando , bisogna che sia
infinitesimo. E'vero altresi, che Ja maniera per la quale
abbiam dimostrato 1’ equazione delle forze, e quella dei
momenti, ci ha fatto vedere, che la necessita di supporre
infinitesima la variazione di posto nel sistema, oltre al
dipendere dalla natara delle Velocita Virtuali, che non si
contemplano ncll’equazione delle forze, nasce da due ac-
cidentalita, che ho chiamato Geometriche , comeche di-
pendemti da figura, o situazione, e che tali due acciden-
talita appartengono soltanto al moto rotatorio, che posson
prendere i corpi, o punti costituenti il sistema, in virtd
del moto impressoli; e per conseguenza , qualora il mota
impresso al sistema non sia che moto progressivo, I’ equa-
zione delle forze si verifichera generalmente finito, o in-
finitesimo che sia, il movimento. Se dunque sia dato un
corpo di qualunque figura, a quanti si vogliano punti del
quale sieno applicate delle forze qualunque, e per un pun-
to preso a volonta nello spazio, conducansi tre assi nor-
mali ; si concepisca il medesimo corpo situato in una po-
sizione comunque distante dalla prima, ma tale, che cia-
scheduno dei punti ai quali sono applicate le forze, siasi

egualmente scostato dalla prima sua situazione, € per esem-
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pio della quantita Ax nel senso delle x, delia quantita Ay
nel senso delle y, e della Az nel senso delle z. Cio posto
le normali , che dai punti in questione nuovamente situati
si caleranno sopra le direzioni delle respettive forze ap-
plicateli nella primiera posizione, intercetteranno delle
porzioni delle dette direzioni; e queste porzioni saranno
tali, che se le forze erano in equilibrio , moltiplicate re-
spettivamente per le forze medesime, costituiranno una
serie di prodotti= o; proprieta dcll’equilibrio assai singo-
lare, ché non resta alterata per una infinitesima rotazione,
se si disprezzano le infinitesime dx’, §y', 32" ec. rispetto alle
AX, Ay, AZ .
§. LXXXIV.

Resta. pertanto dimostrato, che qualunque volta nei
corpi rigidi, o sia nei sistemi a distanze invariabili vi sara
I’ equilibrio tra quantunque forze applicatevi, I' cquazione
dei momenti avrd luogo necessariamente; ed & da rimar-
carsi, che I’ equazione dei momenti non si verifica sepa-
ratamente nel senso di ciascheduno dei tre assi, perché
le equazioni (13), (14), e (15) non possono separarsi in
guisa da mettere separatamente = o, 1 termini affetti delle
variazioni dy' &y, 9y "+ ’y" ec., Ix' -+ 3°x’, Ix"+ %" ec.,
02’48z, 927+ 8’2" ec.



(100 )4

§. LXXXV.

Si osservi all’incontro, che per quanto I’equazione
dei momenti non si verifichi in tutte tre le direzioni det
tre assi separatamente presi, si verifica peraltro rispetto
a tutti tre i piani intercetti dai tre assi medesimi. In fat-
t1 le forze parallele al piano delle x,y sono P’cos.a’,
P” cos.&” ec., P’ cos ', P”cos. 3" ec., e gli spazi in virtt
dell’ urto dato al sistema , descritti parallelamente a questo
piano, possono essere Ax'4dx’, Ax'+ dx”, ax’+ dx"ec.,
AY+ 3y, 8y + 37, ay 4y ec.; e si avverta, che io
non metto tra questi n¢ 3'x", 3"« "ec., n¢ 8"y, 8"y ec.,
perche questi sono spazi paralleli & vero agli assi delle x,
e delle y, ma descritti in virru del moto che si suppone
aver avuto il sistema intorno agli assi delle y, e delle »,
come risulta dall’osservare le equazioni (14), € (15), €
percid non gik paralleli, ma normali al piano in questio-
ne delle », y. Cio posto, sommando con I’ equazione (13)
le equazioni(7), e (8), avremo I’equazione

{18) P’cos.a’(Ax"+ dx") + P"cos.2” (ax"+ dx™)

4+ P”cos.”’ (Ax'4dx"" ) +ec.

+ Pcos. B'(ay+23y" )+ Plces. £ (ay'+9y”)

+P"7cos. L7 (ay'+ 3y ) +ec. =0,
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che dunque sara la somma delle forze parallele al piano
delle x, y moltiplicate respettivamente per gli spazi de-
scritti parallclamente al piano istesso dai vari punti del
sistema, per il moto impressoli per ipotesi. E nell’istessa
guisa per gli aleri due piani delle x, z, e delle y, z ,avré-
mo le due equazioni
(19) P’ cos. o (Ax" %)+ P” cos. a"(Ax’—{— Fx")
4P cos.&’” (Ax'+ %" ) 4 ec.
+ P’ ¢cos.y (82" + 32" )+ P cos. " (a2’ 927)
+ P cos.y’ (A2’ + 92" ) +ec.= o
(20) P’ cos.B'(ay+ 8y )+ P cos. 7 (Ay'+3'y")
4+ P cos. B (ay+3"y" )+ ec.
4P’ cos.y (A2 +8"2") + P" cos. " (A’ +3'2)

L4

4P cos.y” (-02'+4-8'2" )+ ec.=o0.

§. LXXXVIL.

Non & dunque possibile di negare, che qualunque
volta abbia lungo I’equilibrio, esiste necessariamente I'e-
quazione dei momenti; ma ¢ egli sicuro, che qualunque
volta esiste I’equazione dei momenti, abbia sempre luogo
Pequilibrio? II Signor La Grange ha fatto vedere, che
dall’equazione generale dei momenti P'dp’+P"dp”“+ ec.=o0

si deducevano costantemente le tre equazioni relative al

@
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moto progressivo, € le tre altre relative al moto rotato-
rio, onde I’equilibrio & conseguenza necessaria dell’ equa-
zione dei momenti. Egli ha dimostrato cid medianti al-
cune ingegnose trasformazioni, che conducono a trovare
le somme dei termini delle ricercate equazioni, moltipli-
cate per quantita indipendenti tra loro, e percid necessa-
riamente = o da per se stesse, separatamente da tutto il
resto dell’ equazione dei momenti. Questo metodo rigo-
rosissimo, che trovasi a pag. 26. e seguenti della Meca-
nica Analitica, lascia la curiosita d’indagare cosa conten-
ga quel resto dell’ equazione dei momenti, che avanza alle
equazioni ricercate. Per esempio a pag.27. si trova I’ equa-
zione dei momenti trasformata in questa
o =(Pcos.e+ P cos.a’+ P"cos.a”’+ ec.)dx

4 (Pcos. B+ P cos. B+ P cos. £"+ec.) dy

+ (Pcos.y+P'cos. ¥+ P’cos. "+ ec.)d z

+ P’'(cos.a’d £+ cos. 'dy+cos. ¥’ d )

+P"(cos.a’ d¥+cos.f'dy'+cos.y”d )

ec.

dalla quale tolti i termini affetti delle quantita arbitrarie,
ed independenti dx , dy, dz, resta una serie di termini co-
stituenti un’ equazione della forma della prima equazione dei

momenti, e che non comparisce subito cosa significhi.
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§. LXXXVIL

Prendo I’equazione (i7) da me sopra trovata, che
¢ I’equazione dei momenti analizzata in tutti i suoi ele-
menti, e da essa si manifesta a dirittura, che poste = o
separatamente le somme dei termini affetti delle quantita
arbitrarie 24", £y’, 42', restano tanti termini, che costi-
tuiscono I’equazivne (16), che ¢ la somma delle tre equa-
zioni (13), (14), e (15) relative ai moti rotatori; ma sic-
come questa scla considerazione non finisce d’acquietare,
faremo con rigore toccar con mano, che il residuo in
questione contiene effettivamente , combinandolo con le
condizioni del sistema, le altre equazioni necessarie per
I’ equilibrio, e nel caso attuale adunque somministra le tre
equazioni necessarie, perche sia impedita qualunque ro-

tazione.

§. LXXXVIIL

Noi esporremo questa dimostrazione per tre punti,
giacché a colpo d’ occhio vedrassi, che la medesima si
applica ad un numero qualunque di punti. Nell’ ipotesi
adunque del sistema rigido, le tre quantita &'+ 4’4 ¢

Er b (F— ) (=) (=0 le quali
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esprimono i quadrati delle distanze tra i punti dati, de-
vono esser costanti, e quindi i loro differenziali eguali
a zero. Avremo pertanto |’ equazioni
(dE+wdn+-gd =0
(4)  Fdftrdy+EdE =o
Fds+EdE+ydy+ydy-¢di+¢dy = o,
e per mezzo di esse potremo dalla equazione
(B) P'(cos a’'df+cos.f'dy-+cos.'dE)
+ P”(cos.&”’d &+ cos. B7d w4 cos."d¢" ) =0
eliminare tre delle sei quantita £, 4, { ec., e le altre tre
rimanendo allora indeterminate, i loro coeflicienti posti=o,

ci daranno le tre equazioni necessarie per I’ equilibrio.

§. LXXXIX.

Per eseguir comodamente questa eliminazione, si ag-
giungano all’equazione (B) le tre equazioni (4), molti-
plicate respettivamente per m, n, p, ed avrassi

(P'cos.a’™+mé+p&YdET
4 (P'cos. 3 +my+py )dy
+ (P'cos.y’ +m&+pl)d¢
+(P7cos.a’+nE+pE)ds
+ (P7cos B"+nu+py)dy
+(Pcos.y " +ng+pl)d ]

=0
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Ora posti =o i coefficienti di tre qualunque delle varia-
zioni d¢, ec. si determineranno da cio i valori di m,n,p,
e questi sostituiti negli altri coefficienti c¢i daranno le ri-
cercate equazioni. Oppure, cio che ¢ lo stesso, formere-
mo [’equazioni

(a) Pcos.e’+mé+pé=o

() P'cos.f'+my+py =0

(¢) Pcos.y’+mé+p&=o

(d) PPcos.e”+né+pé=o

(e) Pcos. L'+ ny+py=o0

(f) Pcos.y"+n{+p{=o0

e poi elimineremo le quantita m, n, p.

§. XC.

Primieramente mediante la combinazione

@n—@)E+(@)n—(e)§=0

otterremo I’ equazione

P'ycos.a’— P’Ecos. '+ P y' cos.a”— P” £'cos. f =0,

ove non si trovano piu le lettere m, n, p. Ora, se si os-

serva che il Signor La Grange ha supposto #=ux"—x,

E=a"—x,9=y—y,n=3"—y, quella equazione diventa

P(y'—y)cos.a’ — P’ (x —x)cos.

+P"(y"—y)cos.a”’~ P” (x"—x)cos. B =0,

(o)
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e poiche

—P’cos.e’ —P”cos.2” =P cos.

—P’cos.f"—P"cos. 8" =P cos. 3,
avremo

Pycos.e —Pxcos.p+P'y cos.a’

— P x"cos. £ 4+ P”y” cos.a”’ — P’ x” cos. 3" =
la quale ¢ in tutto simile all’ equazione (4). Cosi pure me-
diante le combinazioni

@~ ©@+@DE—(NE=0

B = @1+ —(Hn=o0
avremo |’ equazioni

P'lcos.a’~ P Ecos.y’'+-P"¢ cos.2”— P"¢'cos.p” = o

P'¢cos.f’'— Pycos.y'+P" ¢ cos.3"— P y'cos.y”’=0
le quali come sopra si provera esser le medesime che le
nostre equazioni (§) e (6), che adunque non meno che
I’ equazione (4) saranno contenute nel residuo in questione
della trasformata del Signor La Grange, ed ogni dubbiezza

vien quindi a dileguarsi intieramente .

§. XCL

Ma giova il vedere come per mezzo dell’ equazione (1)
da me ritrovata, se suppongasi data la generale equazione

dei momenti , si concepisca direttamente la sussistenza
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delle sei equazioni dell’equilibrio. Per quello che abbiamo
veduto, data I’equazione generale dei momenti P'dp’ -+
P dp’+ec.=o0,avremo per mezzo dell’ equazione (17)
d p'=cos.a’ (A% 4+-0x'+3"%") +
cos. 37 (Ay'+ 9y’ +9y") + cos. 5 (Az"+d2"+9'2")
dp’=cos.2” (Ax'+ x"+3'x%" ) +
cos. B (&9 +0y +35) +cos.y (AZ+ 3+ 4%)
dp”'=cos.a” (Ax' - 0x""4- %" ) +
cos.37(Ay 3y 8y )+ cos.y(AZ+ 9z 3°27")

ec'

§. XCIL

Ora se qualunque sia il moto dato al sistema I’ equa-
zione P/d p--P"d p”+ec. = o ha sempre luogo, avra luogo
~ancora quando il moto, che puo prendere il sistema & de-
terminato da certe leggi, di maniera che i punti di esso
percorrano certi spazi, e non altri. Cido posto si conce-
pisca, che il sistema in cui generalmente si verifica I'e-
quazione dei momenti P'd p’++P"d p”"+ec.=o per uno de-
gli infiniti diversi impulsi, che possono darseli, prenda
un movimento tale, per cui nel primo istante tutti i punti
progrediscano solamente nel senso delle » della eguale

quantita Ax"; € chiaro, che qualunque sieno le direzioni
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delle forze applicate a questi punti, il viaggio, che avra
fatto ciaschedun punto nel senso della dirczione della re-
spettiva forza, sara uguale a Ax’, moltiplicato per il coseno
dell’angolo, che la direzione della data forza fa con I asse
delle x, e cosi avremo d p'=ax'cos.a’, dp”= Ax cos.a”,
dp”=0ax"c.s.a” ec.; e cosi I'equazione dei momenti di-
ventera (P cos.a’+ P cos.a”+ P cos.z”’-- ec.) Ax'= o;
e nell’istessa guisa prendendo il sistema un moto tale , che
tutti 1 punti di esso progrediscano solamente nel senso
delle y della comune quantita Ay’, I’equazione dei mo-
menti P’dp’+4 P"dp” 4- ec. = o st cangerd in questa
(P’ cos. '+ P cos. B+ P cos.f "+ ec.) Ay’ =0; e fatto
Iistesso discorso rispetto alle z, la medesima equazione
dei momenti si cangera in questa (P cos.y" 4 P” cos. "+
P cos. "+ ec.) az'= o, e queste tre trasformate divise
respettivamente per Ax’, AY', Az’ somministrano le tre e-

quazioni del moto progressivo.

§. XCIIL

E pil generalmente osservando , che i differenziaki
delle p’, p”, p”’ec. sono composti dei differenziali delle
tre coordinate, e ciascheduna di queste ha tre diverse

caratteristiche, ciog¢ A, &, ¢, 10 secondo la conosciuta ina-



{109 ;<
- . . 1. - . . \ - . .
niera di notare le differenze parziali, esprimero 1 diversi
spazietti, che supporrd aver descritto i vari corpi, per
dp, dp” ec. divisi respettivamente per il differenziale di
quelle cocrdinate nel senso deile quali avro supposto che

siensi mossi i vari punti per il moto impresso al sistema.

Per esempno( Y ) ( ) (Ax ) ec., significheri

che il sistema gbbia avuto un moto soltanto progressivo,

comune a tutti i punti ne] senso delle x; nella stessa gui-

sa (if ( dr ) ( 7 ) ( ;{ ’ )ec., esprimer ,

che il sistema ha ricevuto un tal moto, per cui tutti i

punti si sono mossi solamente intorno all’asse delle z; e
qui ¢ da notare, che queste caratteristiche &, J" non pos-
sono essere mai una sola, mentre appellando al moto di
rotazione, questo inevitabilmente produce un movimento

contemporanco ncl scnso dei due assi normali a quello,

. . d
intorno al quale segue la rotazione ; cosi ﬁnalmente(Tp,)
x

+( é: ) (3/ _ ) ( 57 ) €C esprime, che il siste-

ma ha avato un tal moto, per cui ogni punto ha ruotato

intorno all’asse delle y, e cosi del resto.
J
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§. XCIV.

Posto cio, dato che in un sistema abbia luogo I’ equa-
zione dei momenti P'dp’+ P"dp”+4 P"'d p"’+ec. = o, nella
quale dp’, dp”ec. rappresentano degh spazi comunque
descricti dai vari punti; ¢ chiaro che quella equazione
avra lucgo ancora quando in vece delle generiche espres-
sioni dp’, dp”ec., vi saranno esplicitamente quelli speciali
spazi, che ciaschedun punto del sistema, per il moto im-
pressoli, potra aver percorso. In conseguenza avranno

luogo ancora le sei equazioni

p P Ay +P”dp x4 P 4P

Ax Ax Ax

Ax'+ec.=o

P ar Ay + P —— dp Ay+P"§P—Ay Lec.=o
8y i ay
,,dp

77 1244

P’ dp ~ Az —|—P”éﬁ—Az+ec_o
Az

oz’

p'(i&sx'+d_ﬁay')+P"( 1P "+ P” 3y

-]—P’/ :Pm a\ ,,,+ :: ///) +€C.: o
P’ (;P, ¥x ’—i—_d_P-é\z )+P” ‘;,P,, A i d” :92")

777

+ Pl” g’P 174 31 ”’+ :P'// a\z”’) —I_ cc.=0
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P(dp y/ /+ p a\Z)—*-P”d; 3/ ll+dp a\/ //)
dr”
0y

le quali equazioni sono a differenze parziali, e le prime

+Pru ny,”—l— / — é\/ z///) + ec.— 0o

tre possono essere a differenze parziali e finite ; e ripren-

dendo sotto gli ccchiivalori di dp’, dp”, dp”ec., trovati
g p>ap,ap

per meszo dell’ equazione (17), e notati al §. XCI., si tro-

veranno esserc le sei equazioni dell’ equilibrio.
§. XCV.

In fatei dai precitati valori si ottiene

dp’
—_ Ax'=cos.a’aAx
Ax

b .
F _ Ax'=cos.a”Ax”
Ax

ccC.

dp’” Soos

== CO0S. 9°A
2y Fay
iP_ Ay'=cos. 37ty
sy’

dp’
—— Az’ =cos, % ‘A%
Az

€C.

d r‘/I
—— A2’'=cos.y” Az
oz

écn
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;p —dx'+ dj/ dy'=cos.a’dx'+cos. B8y’

d 77 ' ’ ’
ap 3%+ 5 J"=cos.a"dx""+ cos. f"3y"

€cC.

:p ¥ ’-;_ Jz_cosaa\x—}-cos ' &z

d 4 ’7
a\,p” x —}— é‘z =cos. 2" d"s"+ cos. 3”8 z"

ec.
d

& + Jz_cosﬁa\y—}—cosyé\z

5/-?// : Z A\I z/l_ COS. B//a/y/l_}-‘ Cos. 7’/5’ z//

_B_

J’
ec.

onde fatte le debite sostituzioni si ritrovano le equazio=~

ni (1), (2), (3)> (4)» (5)> (6), che dunque verranno ad

esser dedotte dall’ equazione dei momenti, della quale si

trovano esse in tal guisa, essere dei casi particolari .

§. XCVL

Potrebbe dubitarsi se oltre a queste sei equazioni
particolari dedotte dall’ equazione dei momenti, se ne po-
tessero dare altre; onde per esaurire questa ricerca, sup-

pongasi, che oltre ai sei vari movimenti dati al sistema per
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ottenere le sei equazioni parziali sopraccitate, si dix al
sistema un altro moto progressivo, per cui ciaschedun
punto di esso progredisca della quantita m, con una dire-
zione, che faccia con le varie forze applicate ai vari pun-
ti, gli angoli n’, n”, n”" ec. Cio posto, gli spazi descritti
nel senso delle forze medesime , saranno m cos.n’, mcos.n”,
mcos.n”ec., ed avremo I’ equazione delle forze, o dei
momenti , espressa come segue
m (P’ cos. n4-P” cos. n”-- P cos.n”"4-ec.)=o.

Per accertarsi se questa equazione contenga alcuna condi-
zione di piu delle tre equazioni (1), (2), (3), o sia super-
fina, perche implicata nelle medesime, si supponga che
la m faccia con gli assi delle », y, z gli angoli a, b, ¢;
dunque quando i corpi hanno progredito della quantita m,
avranno nel senso dei tre assi progredito delle quantita
mcos.a, mcos.b, m cos.c, € sara per conseguenza n11cos.a
= Ax’, mcos.b =2y, mcos.c =AzZ"; e siccome le forze
fanno con i tre assi gl angolia’s2”, 2" cc., B/, £7, £ ec.,
¥'» %", v ec, avremo per le solite formole

mcos.n'=d p=cos.a’Ax"-cos. 37ay+ cos. y'AZ’

mcos.n"=dp"=cos. 2" Ax"+ cos. B” Ay "+ cos. ¥ Az

mcos. ' =dp”’=cos. &’ Ax’+ cos. /Ay + cos.y’ A7

cc.
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§. XCVIL

Quindi sostituendo i valori delle Ax’, Ay’, Az tro-
vati sopra, I’ equazione delle forze, o dei momenti, che
nel §. precedente aveva la forma

m( P cos.n’+P”cos.n"+ec.) =0
potra presentarsi sotto quest’ altra

o=mP’(cos.acos. 2+ cos. bcos. 3’4 cos.c cos. ")

-+ mP” (cos.acos. &”’-+cos. b cos. 7+ C0S. ¢ COS. ¥")
+mP”’(cos. a cos. a4 cos. b cos. 3’4 cos. ¢ cos. )
+ ec.
e per conseguenza comparire, come in fatti essa lo &,
non altro che la summa delle tre equazioni (1), (2), (3)
moltiplicate respettivamente per mcos.a,mcos.b,mcos.c,
e percid incapace di somministrare una condizione ulte-

riore.

§. XCVIIL

Che se si credesse di potere ottenere oltre le sei
equazioni generali, un’altra equazione, nata dal dare al
sistema un impulso, per cui esso potesse prendere non un
moto progressivo, come nel precedente caso, ma rotato-

rio intorno ad un asse comunque situato rispetto ai tre
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primi ; ancor questa equazione si dimostrerebbe compresa
nelle tre gia ottenute per il moto rotatorio, ¢ percio non
si avrebbe alcuna condizione di nuovo; mentre seguendo
la dimostrazione data dal Signor La Grange a pag. 31. e
seguenti della sua Meccanica, si rileva, che qualunque in-
finitesima rotazione prenda il sistema, ¢ sempre composta
di tre rotazioni infinitesime intorno a tre assi normali

tra loro.
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PARTE SECONDA

Dei sistemi a distanye comunque wvariabili .

s TR W G T A

§ L

'UN sistema di punti, o corpi in equilibrio, ed agi-
tati da qualunque forze, con la condizione, che
dandoli un indeterminato impulso, possano i punti pren-
dere dei moti parimente indeterminati, senza osservare
veruna nota legge nel variare le respettive distanze tra
loro, un tal sistema, dico , comprende anco un fluido in
equilibrio , in cui si supponga ogni punto animato da
qualunque forze , senza impegnare alla considerazione
della figura delle molecole componenti. E si vede che ve-
rificandosi in un tal sistema 1’equazione dei momenti,
tutto cid0 che si ¢ dimostrato nella Prima Parte, verra ad
essere un caso particolare della generale Teoria, che mi

accingo a sviluppare in questa seconda.
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§. 11

Per generalizzare I’ invenzione dell’ equazione dei mo-
menti, riprendo la considerazione di essa in un sistema
rigido, o sia a distanze invariabili sotto un altro aspetto,
e per procedere con chiarezza, riduco il caso contempla-
to nella Prima Parte al §. LII., a soli tre corpi situati nel
piano delle », y, ed agitati da forze parallele al piano
stesso , ed avremo necessariamente le equazioni (1), (2),

(3) del paragrafo sopraccitato.

§. T1I.

Queste tre equazioni contengono le condizioni del-
I’ equilibrio , purché si presupponga, che dando un moto
comunque al sistema dei tre corpi, questi si muovano,
senza perd cangiare le respettive distanze fra loro, che &
quanto dire, essi sieno tre punti di un solido inflessibile.
Dipendera dalla maniera di esprimere analiticamente que-
sta supposizione , il ritrovamento dclla equazione dei
momenti.

§. 1V.
E' chiaro che le due prime equazioni (1), e (2), es-

sendo relative al moto progressivo comune a tutti i corpi,
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questo moto progressivo non alterera le respettive loro
distanze, € percio la supposizione sopra indicata, che si
tratta di esprimere analiticamente, si referira sempre sol-
tanto al moto rotatorio.
§- V.

La condizione delle invariabili distanze ci sommini-
stro fino ad ora le proporzionalita tra le 3, 3" ec., o¥,
Mec.; e le ¥, ¥ ec., 3y, Jy” ec.; ma queste proporzio-
nalita non sono- in effetto che altrettante equazioni, che
per tre corpi si presenteranno cosi:

yox"—y"dx=0
§ ox—y"dx'=0
Y ox—y"dx"=0
¥ 8y —x"dy'=o0

27

Xy —x""dy'=o0

x"(?y”'— x"'c)\y”: o
¢ formeranno sei equazioni, che si ridurranno a quattro,
considerando, che la terza, e la sesta nascono necessaria-

mente dalle due respettivamente precedenti.

§. VI

Ma Tinvariabilita delle distanze somministra ancora

queste tre equazioni
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X dx' +y 2y =o
x'0x" 4978y =0
xdx"4 9" 8y =0
di una delle quali ci siamo serviti al §. LVL., ed altrove
per trasformare I’equazioni del moto rotatorio. Avremo
dunque le seguenti sette equazioni ;

xox 4 y'dy =o

KOsy Sy =0

2dx+y"dy =0

¥y ox" —y"dx =0

Y ox—y"dx =0

x 3y —x" 8y'=o0

¥ 0y"'—x"dy =o0;
ora si avverta che ancora qui se ve ne sieno alcune, le
quali si contengano nelle altre, bisogna rigettarle per ora
come superflue, e ristringere il numero delle equazioni

quanto ¢ possibile.

§. VIL

A tale oggetto preado dalla prima equazione il valore

di dx, e dalla seconda il valore di dx”, e trovo
P Y2y

27
x

IS,

Jy <y

O = —"— 7
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sostituisco tali valori nella equazione quarta , e questa
diventera
¥ 39" —x"dy =0
che ¢ la sesta delle equazioni proposte. Similmente pren-

dendo dalle equazioni prima, e terza

Sy’ = QJ’, 3\)’,
xl
a2
x/l/

e sostituendo tali valori nella quinta, questa diventera

x8y” —x"3y =0, che ¢ la settima delle proposte.
Quindi le due ultime equazioni possono omettersi, come
contenute nelle altre cinque, e nella stessa maniera si
potrebbero omettere la quarta, e la quinta, purche con
le tre prime si ritenessero la sesta, € la settima, come si

vedrd sostituendo nella sesta e settima i valori

’ ’
, x dx
C’\ _— —_—
J
77 3 77
x dx
6\ (O -
Jy
r x///ax//’
dy'=——7m
J

per la qual sostituzione esse si cangeranno nella quarta,

e nella quinta.
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§. VIIL

Si possono adunque assumere cinque sole equazioni
per rappresentare I invariabilita delle distanze tra i tre
punti proposti, ¢ di ciascheduno di essi dal centro delli
assi, che si suppone il centro della rotazione. In termini
finiti parimente le equazioni saranno cinque, ed anco in-
tegrando le quattro ultime del §. VI. in modo, da non ri-
guardare per variabili, che le sole quantita, che in ciasche-
duna si trovano differenziate, si ottiene

s 124 ’
y¥'—y ' x¥'=a

{44 17t/ ’

Y¥'—y ¥=a
/ 17 44 4 17
£y —x"y=a
x"yl/’— xl/:yl: al”
dal che ricavando a=—a”", ed a’'=— a”, potrebbe ap-

parire,che le due prime equazioni non contenessero alcu-
na condizione di piu che le due ultime, e che possano

indifferentemente pertanto prendersi o I'une, o Ialtre.

§. IX.

Ma per tor di mezzo ogni equivoco di questa specie
di integrazione a differenze parziali, si possono le sette
proposte equazioni ridurre a cinque in termini finiti, co-

Q
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me appresso. Si sottragga I’equazione sesta dalla quarta,

e la settima dalla quinta, ed uavremo le sette equazioni

ridotte alle cinque seguenti

Xx' 490y =0
x'0x"+y"3y'=0o
X3 +y"dy =0
Y Ix"+ Xy —y 34 —x3y =0
Y&+ Ay —y ' —xdy"=0
onde integrando saranno le condizioni della invariabilita
delle distanze espresse dalle equazioni seguenti in termini
finiti
¥ipyt=a’

Ix )

x4y r=a

7172 7712 rér

X Yy =a

’

1772

ya'—y'x'=a
Y& —y " '=a’
le quali come sopra abbiam potuto rilevare per ridurle a
differenziali , servira differenziare all’ ordinario le prime
tre, e le due ultime, per rapporto soltanto alle x sola-
mente, o solamente alle y, accidentalita assai singolare,
¢ che dia luogo ad alcune considerazioni rilevanti, su i

Problemi dipendenti dalle equazioni a differenze parziali.
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§. X.

Frattanto giovera il confermare, che queste cinque
equazioni, oltre al rappresentare la invariabile distanza tra
ciaschedun punto, ¢ il centro della rotazione, esprimono
ancora !’invariabilita delle distanze tra i tre corpi, di-
mostrando come per mezzo di esse si ricavino le formole
delle distanze medesime, che il Signor La Grange ha
posto eguali ad una costante, per rappresentare tal condi-
zione . Nel caso presente di tre corpi situati nel mede-
simo piano le loro respettive distanze saranno espresse dal-

le seguenti formole

V=Y 09"
VE— T
VTG

ciascheduna delle quali dovra essere eguale ad una costan-
te, per rappresentare I'invariabilita delle distanze, e per-
cio essere = o il respettivo differenziule , dal che adun-
que nascono

(1) =3 )Y =)+ (¥ =) ("= )=0

(2) (5—3) (= )+ ("= ) ("= 8¥) =0

(3) (5~ ) (=3 Y+ (=) B = ) =0
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espressioni, che si sono differenziate con la caratteristi-
ca &, perche si referiscono soltanto al moto rotatorio
nel caso nostro, lo che non produce variazione nella
forma usata dal Signor La Grange, ed alle quali bisogna

mostrare come si riducano le nostre cinque equazioni.

§. XL

Differenziando le dette cinque equazioni, prendendo

i differenziali delle ultime due soltanto per rapporto alle x,

avremo
x4y =0
x4y =0
x5 +y "y '=o
¥ ox'—y"dx'=0
Y I —y"0x" =0,
sommando la prima con la seconda, avremo
*70x 4 X0+ y Y+ y ¥y =0,
€ questa potra mettersi sotto la forma
(= x) (09— 0 + (=) (3= 9y )+
x5+ x"dx"+ 9" Iy’ + 9’9y =o0;
ora si avverta, che prendendo dalla quarta equazione il

i ’

. X B . .
valore di y :%7 , € sostituendolo nella equazione prima,
X

questa diventa
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x/‘s\x//_}_y!/‘?)'/: o,

e prendendo dalla medesima equazione quarta il valore

diy’'= Yo —-, ¢ sostituendolo nella seconda equazione
Jx g

questa diventa
X0+ y 3y = o;
ma Ia somma di queste due trasformate &
X0’ &'+ '+ y'dy”,
ed essendo per se stessa = o, restera la somma delle due
prime equazioni in virtu della equazione quarta, precisa-
mente eguale alla quantita
("= ("= )Y+ (9"—¥)(y'— ¥ )=0,

che & la formola (1), esprimente, secondo il metodo del
Signor La Grange, la distanza costante tra.il primo corpe

e il secondo.

§. XIL

In simil guisa sommando I’ equazione prima con la
terza, avremo
5 0x Iy Sy YOy = o,
¢ posta questa somma sotto la forma
(x""—a" ) (I =)+ (9" —y) (dy"— ¥y )+
&N k0 5 Sy -y Oy = o;
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ma prendendo dalla quinta equazione i valori

= I
J - a\x/u

T
e sostituendoli respettivamente nella prima, e nella terza,
esse si trasformeranno in queste due
"4y
X054y 3y =o,
che sommate insieme , danno
&0 4 X x4y Y+ 59y =0,

e mostrano, che la somma delle equazioni prima e terza

& O Ty’ =o

combinata con I’ equazione quinta, si riduce alla formo-
la (2), esprimente la distanza costante tra il primo cor-
po ed 1l terzo.

§. XIIL

Finalmente sommando insieme le equazioni seconda,
e terza, avremo
204 a Wy Yy -y 8y =0,
e questa potra mettersi sotto la forma
(=) (3= 8 )+ (=9 ) =) +
x'”}x”—}— x"?x"'-—l—y"’&jy”—}—y"éfy”’ = 0,
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la quale si riduce alla formola (3) del Signor La Grange,
esprimente la distanza costante tra il secondo, e il terzo
corpo, subito che si provi, che
x2Sy Sy +y Yy = 0.
A tale oggetto prendo dalle equazioni quarta, e quinta 1
valori di 3 1 quali dovendo essere eguali tra lore mi som-

ministrano I’ equazione
y//a\x//f—ylllax'f": o ;
prendo da questa equazione i valori

y/// Jx//
=5

’7

r7 “”r
v Y X

T da”
e gli sostituisco nelle equazioni seconda, e terza, otts-
nendone le due equazioni
x// 3xlll+y7//5yllz o
x”’é\x”‘—l—y“a\yﬁ,: o

Ia somma delle quali costituisce appunto Ja quantit

147

x///a'\x//_i_ x//a\x//,'_l_yﬂ/ayﬂ_l_y//a‘y =0 s
come dee essere, perche si verifichi la proposizione an-

aunziata di sopra.
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§. XIV.

Ma siccome nel passare dai termini finiti ai differen-
ziali potrebbe nascere qualche dubbio, si vedra facilmen-
te, che le cinque equazioni finite del §. IX. esprimono
effectivamente le formole finite delle distanze tra 1 dati
punti, o corpi egnagliatead una costante; e cio nel modo
seguente. Poste le equazioni

(1) ¥4y =d
(2) ¥4y =a"
(3) "4y =a"
(4) yx"'—x'y =a"
(5) ¥ "~ 5y =a
sara moltiplicando la (1) per la (2)

772

x/zxﬂz +x/:y//2+yl‘.’..r

’4

+‘yl Q,y//z:ala
e quadrando I’equazione (4) , avremo
‘y/ 2 x” 2 +y// 2 x/ 2 — aw _ 2 y/y// x/ x//

dunque sara

—

— alV

’?

xzz x”2+2x’x”y’_y”+y,2y”2_—_a,a

e quindi otterremo un’altra equazione

(6) ¥ x'+y 3y =b.
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§. XV.

In simil guisa, profittando ancora dell’ equazione (§),
si troveranno due altre equazioni, le quali facilmente tro-
veremo essere dell’appresso forma,

(D)« +y "=V
(8) ¥4y y =1,
e quindi per mezzo delle seguenti tre combinazioni
(1) + (2) — 2(6)
(0 +@Q)—2(D
(2) +(3) —2(8),
avremo
(=% ) (= § )= ¢
(#"= )+ (=5 ) =
(=) (=g ) =
cio¢ le distanze tra i tre ccrpi eguali ciascheduna ad una
quantitd costante , subito che siano costanti le quantita

z

a,a’ ec.

§. XVL

Resta dunque fissato, che cinque equazioni esprimo-
no linvariabilita delle distanze, e che queste possono

€5SS€rc come segue
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xXo0x+ydy =o

xdx"+y 0y =0

¥ x4 y"dy =0

Yox'—y'dx'=0
YIx"—y"0x' =0,

ovvero le cinque equazioni possono essere
Xdx+ydy=o
x'0x"+y 39" =0
xx" 4y 8y =0
X3y’ —x"dy=o
X3y — "0y = o,

le quali nascono dalle cinque precedenti. Ovvero ancora

possono essere le cinque equazioni, come scgue

xo0x' 199 =o
x/ayl’— x’/gy' p— o

2

xX3y"—x"3y =0
y’}lt‘{,—yll axl — o

Y oOx' —y" dx" =0,

le quali parimente nascono dalle due quintine d’ equa-
zioni soprannotate, e solo resta da far vedere come da
quest’ultima quintina possa nascere qualunque delle pre-

cedenti suddette .
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§. XVIL

A tale oggetto si osservi, che dalle quattro ultime
equazioni dell’ ultima quintina si possono ottenere le equa-

zioni seguenti

ayl . ayll . ay///
x’ - x/’ - x///
S a7
yl yl/ y///
. . 3y’ g .
ma dalla prima abbiamo —2- = — ——, onde sard anco-
* ¥
ra 3y :_é‘x s é\'),' :—é\f, , cloé
. x/l yll x x4 y

xfl 3,”” +y/l syll — o
x’"é\x,”_l-y’”é\y’”: o ;
onde qualunque delle due prime quintine si forma per

mezzo di quest’ ultima.

§. XVIIL

Qualsivoglia pertanto di queste tre diverse maniere
di esprimere I’ invariabilita delle distanze con cinque equa-
zioni, conduce alle formule , con le quali il Sig. La Grange

ha espresso I'invariabili distanze fra i tre corpi, con la
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differenza, che queste cinque rappresentano ancora I in-
variabili distanze dal centro di rctazione; dal che a di-
rittura si vede non essere indiffercnte il servirsi delie
~ formole del Signor La Grange, o delle mic; ma oltre
alle conseguenze che io potro dedurne, ¢ da notarsi, che
con semplice artifizio di calcolo si passz dalle mie alle
formole del Signor La Crange, la dove da quelle non si
perverrebbe a queste senza qualche soccorso dipendente
dalla analisi delle respettive situazioni; e si vede, che
prescindendo dalla maggior lunghezza del calcolo,.il pro-
cedere, e 1 resultati sono éempre gli stessi, qualunque sia

il numero dei punti, o corpi costituenti il sistema .

Continuando adesso la soluzione del Problema, come
annunziammo al §. Il avremo, nel supposto d’ un sistema
a distanze invariabili, per la soluzione le otto equazioni
seguenti. \

(1) P'(y'cos.a’—x'cos. ')+ P (y" cos.a”— x"cos. ")

+ P (y" cos.a’— x"cos.f) =0
(2) P'cos.a'+ P”cos.a”+ P cos.a’ =0

o

(3) P'cos. '+ P”cos. B P cos. =0
(@) £ 4y =0
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(5) #3y'— "y =o
(6) ¥Iy"—x"3y' =0
(7) Y9« —y"dx" =0
8) ydx""—y"dx'= o,
le prime tre delle quali sono appartenenti alle condizioni

dell’ equilibrio, e le cinque seguenti alla invariabilita cra

le distanze.

§. XX.

In questo stato di cose si dia un movimento infini-
tesimo al sistema dei tre corpi, ed avvertendo a tutte le

circostanze spiegate nella Prima Parte, prendansi dalle

quattro ultime equazioni i valori
ULV

e ponendoli nella equazione (1) posta sotto la forma

P’x"cos.’+ P a” cos. 7+ P”'x cos. "' —
r_ 177

Py'cos.a’ —P"y" cos.a”"— Py cos.a’’ =0
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essa diventera

Plsy cos ﬁ + P/ls‘y// cos B//+ P/IIJ lllcos BIII)

le
3 5, (P'9%’cos.&'+ P"dx"cos.a”+ P"'dx""cos.&”) = 0;
1’ 1 . . e x' _ y’
ma I’ equazione (4) ci somministra — = — =—,, dunque

dy —  dx

sostituendo una quantita per I’ altra, la nostra trasforma-
ta diventera
(9) P'dy cos. 3’ P"dy"” cos. "+ Py cos. B
~+ P'dx'cos. &'+ P"dx""cos.a’ 4+ P dx""cos.a”’=0.

§. XXIL

Ora moltiplicando respettivamente le equazioni (2),

e (3) per A, e &Y', e sommandole con I’ equazione (9),
e facendo

Ax'4-0x" =dx'

Ax' 4 v = da”

B+ 3= dx”

a8y =dy

By+ 3y =

ay'+ 9y '=dy

777

avremo
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P’ (dx'cos.a’+dy'cos. 8) + P (dx""cos. «”-- dy”cos. £7)
+ P’II ( dxlll COS. “III-_l_ dy 777

cos. 3 =0,
che per le cose dette si riduce a quella dei momenti,

dedotta dal Principio delle Velocita Virtuali.

£/

§. XXIL

Osservisi adesso, che nel caso attuale delle distanze
invariabili, le cinque ultime equazioni del §. XiX. intanto
esprimono !’invariabilita delle distanze, in quanto sono
i loro respettivi integrali eguali ad una quantita costante;
dunque quando i loro integrali saranno eguali ad una
quantita variabile, non esprimeranno piu quelle equazioni
I invariabilita delle distanze ; dunque le distanze saranno
variabili, e variabili secondo la natura della funzione , a
cui saranno eguali i respettivi integrali . Volendo adunque
esprimere la condizione opposta a quella del caso attuale,
e rappresentate analiticamente, che i tre corpi sono sta-
biliti in modo, che dando un moto al sistema , essi corpi
varino le distanze tra loro, e dal centro di rotazione, con-
verra eguagliare ciascheduno dei primi membri di quelle

cinque equazioni differenziali,, ad una corrispondente

funzione differenziale .
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§. XXIIL

Nel caso pertanto, in cui i tre corpi possano per
impulso date al sistema, variare le distanze, le cinque
ultime equazioni del §. XI1X. diventeranno

¥ 3" +y 0y = o

'y — %"y =m Oy n'dy’

X'y — %Yy == mdy" - n" 3y
Yox" —y dx'=10x" 459

_y//l;x/: r//axlll_%- sl/a\x/ ,

3 9x"”
onde in questa ipotesi, la sola prima delle cinque equa-
zioni ¢ rimasta I'istessa , come nel caso del §. XIX; per-
che essendo arbitrario lo stabilire il centro degli assi,
questo si pud assumere nel punto, intorno a cui, per I’ im-
pulso dato al sistema, rnota il primo corpo qualunque
sia, a cul si referiscono le coordinate x, e )/, e rispetto
al qual primo punto per conseguenza & I'istessa I’ ipotesi
delle distanze invariabili, come nel §. XIX, o quella delle
distanze variabili in qualsivoglia modo, come si suppone
adesso. Quindi rappresentando per m’,n’,m”,n”, 1, s',r",s”
funzioni arbitraric rispetto alla arbitraria qualica del siste-
ma, ma determinate secondo la natura dei vari sistemi,

le equazioni che esprimeranno la variabilita delle distanze
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tanto tra un corpo, e ’altro, quanto tra ciaschedun cor-
po (eccetto il primo per la ragione suddetta) ed il centro
degli assi , saranno
¥ +y'd =0

(—m') yy'— (" +n)dy =0

(¥—m" )y~ (") By = 0

('—r)dx"— (y'+s")dx'= o

(—r") "~ (y"+s" ) =o.

§. XXIV.

Ma perassicurarsi ulteriormente, che tali cinque equa-
zioni rappresentino la variabilith tra le distanze, si puo
procedere in quest’altra maniera. Potendosi i punti per
ipotesi.- muovere con leggi ignote, e dipendenti dalla na-

tura del vari sistemi, sara

Iy dy'=M:N’
3y : dy"'=M": N”
w0 =R :§

S =R":§",

supponendo M, N”ec. funzioni determinabili come sopra,
e che per conseguenza serviranno a rappresentare le varie
ragioni tra i moti occorsi nel senso dei due assi. Facciasiora

3
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M=x"—m N=x"4+n

M'=x—m" N'=x"4n"

R=y-—-r §'=y"+§

Ri=y —1 gy s
ed eguagliando i prodotti degli estremi termini a quelli
dei medi, avremo le stesse equazioni del §. precedente,
le quali adunque rappresenteranno la variabilita tra le di-

stanze predette .

§. XXV.

Ben intesa questa. maniera di ridurre le cinque equa-
zioni del §. XIX, che esprimono Pinvarisbilita delle di-
stanze, a cinque altre, che ne esprimano la variabilita,
si deduce con facilita nel caso delle distanze variabili
qualche proprieta, che per le invariabili fu allora con-
clusa ; cio&, per esempio, delle cinque equazioni del §. pre-

cedente, se ne formano le due seguenti

) e S g

¥+ ¥'4n
x (y — r)‘,,, J’("""m)‘;m
y///+ S” x”/+ n//

onde si avranno anco in tale ipotesi sette equazioni,

sostituendo nella prima equazione i valori di d’, Jy presi
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dalle quattro ultime; ma con queste sette equazioni non
si potranno trovare le formole delle distanze tra i tre
corpi, eguali ciascheduna ad una quantita costante, come
resulta dalla ispezione del procedere tenuto al §. X, e
seguenti.
§. XXVIL

Si vede che tra le equazioni del §. XIX. mancando
le quattro ultime, o sostituendo in vece di esse le ultime
quattro del §. XXIII, i tre corpi, non essendo piu astretti
alla condizione dell’invariabilita delle distanze, non sta-
ranno pill necessariamente in equilibrio , quantunque ab-
biano luogo le prime (1), (2), (3), (4); onde I’ ipotesi
dell’ equilibrio, dalla quale dobbiamo partirci per trovare
! equazione dei momenti, esige qualche altra equazione,

che esprima le condizioni a tal uopo necessarie.

§. XXVIL

Per trovare tali condizioni suppongansi i tre corpi
( Fig. 6.) a, b, ¢ in equilibrio, € che non possano muo-
versi per qualunque impulso, se non parallelamente al
piano della figura, che sia quello delle ¥, y. Cio posto si
esservi primieramente, che qualunque moto prenda cia-

scheduno di questi tre punti, potra sempre considerarsi:



P( 140 Ke
composto di progressione, e di rotazione. Quanto alla pro-
gressionc, 0 cssa ¢ comune a tutti i punti, ed allora do-
vendo per I’equilibrio aver luogo le due equazioni (2),
e (3) del §. XIX, quella porzione della somma dei mo-
menti dipendente da questo, si trovera al solito = o; se
poi vi sieno dei punti, o corpi, che abbiano inoltre
per natura del sistema la possibilita di progredire separa-
tamente dagli altri, o insieme con alcuni di essi, e non
con tutti, in tal caso & facile accorgersi, che accio sus-
sista I'equilibrio, converra, che abbiano luogo altrettante
equazioni particolari, e relative a quei dati puati, le quali
saranno della medesima forma delle prime, sebbene com-
poste di minor numero di termini, e trattate come quel-
le, ed aggiunti i momenti indi resultunti alla somma dei
momenti relativi al moto progressivo ccmune a tutti i
corpi, la totalita di tutti i moti progressivi tanto gene-
rali, che parziali si troverd sempre = o, onde per parte
del moto progressivo non si presenta diffcolta alcuna, o

sia il sistema a distanze invariabili, o variabili.

§. XXVIIL

Venendo adesso a considerare 1 moti di rotazione,

le condizioni dell’equilibrio ad essi moti appartenenti si
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dedurranno dal seguente immancabile principio. Qualunque
del punti in questione, per esempio il punto b ( Fig.6.), non
poira muoversi nel piano delle x, y subito che gli sia impe-
dito il moto per due diverse direzioni bb”,bb™ situate nel
piano istesso; mentre qualunque altra direzione si suppon-
ga, che potesse prendere, partecipera sempre di una di
quelle due, per le quali per ipotesi ¢ immobile. Cid posto,
qualunque moto si supponga, che possano prendere i tre
punti a, b, ¢, potra concepirsi resultante da due moti,
uno di rotazione comune a tutti i corpi intorno ad un
medesimo asse, ed un altro qualunque coerentemente alla
natura del sistema. Per esempio, se suppongasi che il
corpo a percorra intorno al punto M I’ arco elementare aa’,
il corpo b I arco-elementare bb’; ed il corpo ¢ Parco ele-
mentare ¢ ¢, ¢ chiaro che i moti predetti dei corpi b, ¢

si potranno supporre composti degli archetri 657, c¢”

4

77
» €C

re7

concentrici all’ archetto aa’, e degli altri due b5
che sieno comunque, di maniera che bb’ sia resultante

’

di bb”,bb", e sia cc'resultante di c¢”’, c¢”s

§. XXIX.

Si avverta adesso, che comunque possano variare tra

Joro le distanze i tre corpi , descrivendo per un impulso
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dato al sistema i tre archi elementart aa’, b¥, cc¢’, il cen-
tro delle coordinate A potri sempre situarsi in quel pun-
to, intorno al quale esercita la sua rotazione uno dei dati
corpi, e che essendo indifferente quale sia, si supporra
essere il primo corpo a. Quindi dando un arbitrario im-
pulso al sistema, per cui i tre corpi descrivano gli archet-
tiad’, bd', cc’, converra per soddisfire all’ ipotesi dell’e-
quilibrio, che questi spontaneamente non possano descri-
versi; dunque che al corpo a sia impedito il moto ad’,
al corpo b i moti 55", 55" ( componenti di 55”), e al cor-

Po ¢ i moti ¢¢”, ¢¢”’ componenti di ¢¢.

§. XXX.

E'evidente frattanto, che accio sieno impediti 1 moti
concentrici aa’, bb”, cc”, converra che abbia luogo I’ e-
quazione (1) del §. XIX, con le respettive equazioni
dell’ invariabili distanze , e questo rappresentera I’equili-
brio del corpo a; ma per esprimere I’equilibrio degli
altri due corpib, ¢, € chiaro, che oltre all’aver rappre-
sentato I'impossibilita di percorrere le componenti 557,
cc” per mezzo della equazione (1) del §. XIX, converra
che si trovino altre equazioni, le quali esprimano I'im-

possibilita in cui sono di descrivere respettivamente gli
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altri due componenti archetti b6™, cc”’, che sono in

un’ altra direzione , e possono non aver fra loro alcuna

nota corrispondenza.

§. XXXI

Ora ¢ facile a dimostrarsi, che aceid un punto qua-
lunque A ( Fig. 7.) agitato da due forze Pcos.z, Pcgs. 8
normali tra loro nelle direzioni AX, AY non possa de-
scrivere I’archetto 44" intorno ad un qualunque centro C,
conviene, che compito il rettangolo ADCE, stiano i lati
di esso AD, AE come le respettive forze; di maniera che
ponendo AD = f, AE =g, stia f:g=2P"cos.2:Pcos.f3,
e quindi abbia luogo I’equazione

gPcos.a—fPcos.f=o0.

§. XXXIL

Applicando adunque questo teorema al caso nostro,
accid il punto b ( Fig. 6.) agitato dalle forze normali
P”cos.a”, P cos. 3" non possa descrivere spontaneamente ,
e senza estraneo impulso I’arco b5, che pud avere ovun-

que il suo centro, converrk che sia P”cos.a”: P”cos.3”

2.

=f":8

', e percid avremo
g P’ cos.a”’—f" P’ cos.ff"=o0,
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sapponendo g7, f” due qualunque quantita eguali ai lati
paralleli ad M}F", MX del rettangolo composto intorno al
raggio dell’ archetto bb™, il qual raggio sia preso per dia-
gonale di quel rettangolo. Nell’istessa guisa accio sja im-
pedito al punto ¢ il descrivere I'archetto c¢c” spontanea-
mente, e senza estraneo impulso , essendo il detto punto
agitato dalle forze tra loro normali, e parallele ai due assi

P cos.a”, P”cos. ", converra, che abbia Iuogo I’ equa-

zione

277

g P/II Cos. “I//—flll Pl//cos. aIII: 0 s

supponendo che f, g sieno i lati paralleli alle MX, MY

di un rettangolo formato intorno al raggio dell’arco c¢™,

il qual raggio sia la diagonale di quel rettangolo.

§. XXXIIL

- Queste due equazioni, ora ritrovate unite a quella (1)
del §. XIX. esprimeranno le condizioni dell’ equilibrio dei
tre corpi, aggiungendovi le condizioni della variabilich
delle distanze, e quelle della invariabilita relative all’equa-
zione (1) predetta; e a similitudine di quello, che ab-
biamo fatto al §. XIX., ove le tre prime esprimevano le
condizioni dell’ equilibrio , e le cinque ultime rappre-

sentavano [ invariability delle distanze; cosi nell’ ipotesi
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attuale presentercmo prima le equazioni rclative aii’egui-

librio, ed in seguito quelle appartencnti alle distanze.

§. XXXIV.

Avanti di esporre le equazioni di condizione per I’e-
quilibrio, sara utile il far conescere le due indicate nel
§. XXXII, delle quali si ¢ stabilito la forma, ma le quan-
tica 7,87, £, g non si sa bene cosa sieno, e debbono di-
pendere dai vari spazi b, c¢’, che possono pel dato im-
pulso percorrere i corpi, e dei quali spazi b0, cc’” so-
no respettivamente una delle compcnenti. A tale og-
getto suppongo adunque, che il corpo b abbia pel dato
impulso percorso lo spazio bd’, resultante dei due 607,
bb™. Osservo che lo spazio bb” decomposto secondo i due
assi, produrra le variazioni, o differenze delle coordinate
del punto b, e che tali differenze saranno dx”, Jy”; lo spa-
zio bb” produrra le differenze vx”, uy”; ¢ lo spazio bb”
produrra le #°x”, #’y”; avvertendo, che per distinguere
tra loro le variazioni, o differenze prodotre dagli spazi
bbd’, bb”, bb™, ho adoprato respettivamentc le caratteristi-
che 3, v, &', cosicche anco per gli altri corpi si osservera
la stessa classazione, e le variazioni prodotte dagli spazi
bb', ¢, saranno dx”, 3y”, dx”, 3"”’; quelle prodotte dagli

T
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spazi respettivi componenti b6, cc” concentrici ad aa’,

saranno vx”, vy, vx"’, vy”, ¢ quelle prodotte dalle altre

» . . « 3 2 112 Y
varie componcnt1 respctuve, C10¢€ bb s CC , Saranno 5#’ »

! oorrr s 17

oy, M, ¥y
§. XXXV.

Le variazioni denotate dalla caratteristica v, essendo
quelle dipendenti da un moto, che si suppone essere lo
stesso di quello, che avrebbe luogo se le distanze fossero
invariabili, avranno tra loro le relazioni appartenenti a
quella ipotesi, ¢ quindi sussisteranno le seguenti equa-
zione analoghe alle (4), (5),(6), (7), (8) del §. XIX, cio¢

¥ +y9y'=o

xvy —&"My'=o0

xuy ' —a"dy'=o

Yvx” —y"d'=0

Yu''—y"dx=o0,
dove la prima equazione, e tutte le variazioni apparte-
nenti al primo punto, sono rimaste colla medesima ca-
ratteristica , perché, come abbiam notato sopra , essendosi
P origine delle coordinate posta nel centro dell’arcoaa’, le
variazioni prodotte da questo spazio sono dello stesso

genere , ¢ meritano quindi I’ istessa caratteristica , che

quelle nate dagli spazi 66", ¢¢’.
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§. XXXVIL
Tra le variazioni denotate colla caratteristica J, e che
nascono dagli spazi aa’, bb', cc’, vi sono per ipotesi delle
relazioni espresse dalle equazioni del §. XXIII, le quali
per maggiore facilita ed eleganza si ridurrano ad una for-
ma piu semplice, facendo m'=o0, r'=o, m’=o0, r"=o0, ¢
variando I'implicito valore di n’, s', n”, s” in maniera che
si conservino I’ istesse le ragioni tra &y, dy”; &y, Iy ;
dx', x5 d%', dx’”, onde queste variazioni esprimenti la
possibilita in cui sono i punti di variare le distanze per
un dato impulso, so mministreranno queste equazioni
¥ dx+ydy=o0
£y —(x"4+n)dy=o0
K (") Oy =0
Yo — () =0
Y (k87 I = o
dove la prima, per le ragioni notate precedentemente, & -
la stessa che la prima di quelle relative alle distanze inva-

riabili; € quindi le equazioni de] §. XXV. diventeranno

fx 5+ ,,3] -~ =0
Jy+s x+4n
ox n dy Y

g

yll,—l_ sll
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§. XXXVII.

Finalmente si trovera ancora la reluzione che passa
tra le variazioni denotate colla caratteristica &', osservan-
do, che gli spazi bb”, c¢™, i quali produccno tali varia-
zioni, unitamente agli c¢pazi bb”, ¢¢”, che producuno le
variazioni denotate colla caratteristica v, sono respettiva-
mente componenti degli spazi bb', cc¢’, che producono le
variazioni colla caratteristica J; dunque essendo bd’, c¢
resultanti da bb”, bb”, e da cc”, c¢’”, converra che sia
'x" dvx’ =3x", 3"y’ -+ vy '=3y", e quindi avremo 'x":

d’y” é\x - vx":dy"-vy”; madalle equazioni del §. XXXV.

] ' , "J\x’ x//a\ 7 ,
sl ricava vy == —‘21—, y Uy = — _)'__ dunque 3% :)\y”:‘-
x

{}x“-—- _c_;’i_ a\yﬂ_ i{y
Vi X

§. XXXVIIL

Si prendano adesso dall’equazioni del §. XXXVIL. i

valori dv'= —=— dx”, Jy' = 7 , e sostituiti nella
' +

4 77 .y ’
precedente analogia , avremo %" : d’y"=Jdx e dx” :
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. x’/ . s’é\x// n'é\ r’ .
Y — ==Y = —; y— Ma dalla penultima equa-
X +an Yy =S x'+4n
. . , . dx” Jy”
zione del medesimo §. XXXV abbiamo ——=—-—F"—
yA4s X +n

dunque la precedente analogia si ridurra alla seguente

¥x": 8y =s":—n’; e quindi si ottiene I’equazione
n'd'x"+ sy = o,
. . N
e nel modo istesso, e seguendo I’ istesso procedere, impie-
gando le analoghe opportune equazioni, si otterra per il
o g pporta 9 ’ p

corpo ¢ |’equazione
n”)'x’"+ s//aiyn/: o

onde ancor tra queste variazioni designate dalla caratte-

ristica &’ si viene a rendere palese la relazione.

§. XXXIX.

Per determinare adesso per mezzo delle quantitd
n',s',n”, s, le quantita {7, f, ", &7, si supponga, che
I’ archetto componente bb™ (e Iistesso discorso si potrit
ripetere per I'altro analogo componente cc”) sia rappre-

sentato dall’ archetto parimente infinitesimo AA"(Fig-7.).
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Si conduca la A'B normale alla linea AX parallela all’asse
delle x,edavremo AB=3"x", A'B=3"y". L’ arco AA’ per ipo-
tesi non puo descriversi dal punto, o corpo corrisponden-
te, ¢ dunque per il teorema del §. XXXI. le forze P”cos.«”,
P”cos. 8" dalle quali ¢ agitato, stanno tra loro come f”: 2",
cice come AD: AE, cio¢ come i lati paralleli agli assi, di
un rettangolo formato con la diagonale AC,che & il raggio
dell’arco AA4'; ma per i triangoli simili abbiamo — §'x”: 8"y”
==AE : ADj; e sinoti che conviene il segno negativo ad
uno dei primi termini, che sono variazioni dei due secondi
di questa analogla, perche se il primo & in- aumento del
terzo, il secondo & in decremento del quarto e viceversa.
Quindi avremo — ¢'x”: 9" y"= P"cos.”: P”cos.2’’; ma nel
§. precedente trovammo — 9'x”:9'y" =s": n’; dunque
finalmente sara s": n’'=P" cos. 8" : P” cos. 2", ed avra lnogo
I’ equazione s P”cos.2”— n'P”cos.f”=o0; e nella stessa
guisa si troverky per il corpo ¢ I'equazione s”P"cos. 2 '—
n” P cos. B”'= o, onde finalmente si sono assegnate le
quantita f”, ™, 8" g, ¢ stabilite in termini corrispondenti
alle ipotesi delle distanze comunque variabili fra i tre corpi
costituenti il sistema , cioe in termini composti delle quan-
tita n’, n", 5", s, tutte le equazioni, che doveano tra esse

aver luogo, per soddisfare alle condizioni dell’ equilibrio.
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§. XL.

Saranno adunque tutte le equazioni dell’ equilibrio

come appresso .

(1) P'cos.a’+P"cos. 37+ P” cos.a”’=o0

(2) P'cos. '+ P'cos. B+ P"'cos. =0

(3) P’ («'cos.p’~y'cos.a”) + P” (x"cos. "~y cos.2”)

+ P (¥ cos.B”"—y" cos.a”’) =0

(4) s"P’"cos.e”—n"P"cos. B"=0

(5) s" P cos.a”’—n" P” cos.f"=o

(6) ¥ dx+y 2y =0

() ¥ 3y"—(¥"+n")dy'=o0

8) ¥ 3y"—(¥"4+n")dy=0

(9 Yo" —(y'+ s )N=o0

(10)y" 35— (y"+ ") 3w =0

(11) ¥y’ —x"dy=o0

(12) ¥'y"— &Yy =0

(13)y'vx"— y"dx'=0

(14) yvx"—y" 3% = o
(15) n'd'x"+ 58y =o
(16) "84+ s"3y""=o.
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§. XLIL

Ad oggetto di raccoglicre adesso I’equavione dei mo-
menti dedotta dal Principio delle Velocita Virtuali, gio-
vera prima il fare qualche considerazione sopra le equazio-
ni precedenti, e rilevare piu intrinsecamente I’ influenza
che esse hanno nel fissare le condizioni dell’ equilibrio.
Le equazioni (1) e (2) ¢ chiaro che impediscono il moto
progressivo, che il sistema tutto insieme, e come se fosse
a distanze costanti, potrebbe prendere, non occorrendo
entrare in dettaglio intorno ai particolari moti progressi-
vi, che qualunque dei punti fosse per avere, perché que-
sti esigerebbero delle cquazioni per quanto differenti nel
numero dei termini, analoghe npella forma a quelle due,
e percio trattabili come quelle, ed altronde intesa I’ analisi
dei moti rotatori non vi & difficolta per i progressivi, i
quali non sono che rotazioni per un arco infinitamente

grande .

§. XLIL

L’ equazione (3) insieme con le equazioni (6), (11),
(12), (13), e (14) impedisce che i tre corpi possano

ruotare insieme di rotazione comune intorno all’origine



degli asst. Mu questo unon serve per Iequilibrio nel caso
attuale che le distanze sono variabili, onde in fitti ¢ cen-
venuto dalle predette equazioni (11);5(12), (13),€ (14) u-
nitamente alle (13), e (16) dedurne le due (4), e (5), che
rappresentano ' impossibilita in cui sono i corpi b, ¢ di
ruotare intorno ad aleri punti, i quali non sono quello ove
¢ il centro, o origine degli assi; ¢ quindi per il Principio
esposto al §. XXViII, essendo ad essi impedito il moto
per due diverse direzioni, qualunque moto in quel piano
diventa impossibile ; e I’ equilibrio adunque in tutti tre i
corpi ¢ stabilito, mentre I’equazioni predette (11), (12),
(13), ¢ (14),'olcre all’impedire insieme con I’ equazioni
(3), € (6) il moto comune di rotazione, servono a de-
durre le equazioni (4), € (5), che impediscono le rota-

zioni parziali.

§. XLIII.

Per trovare I’equazione dei momenti, posto che si
verifichino le equazioni (1), (2), (3), (4), ¢ (5), suppon-
gasi, che per un impulso i tre corpi abbiano descritto nel
senso dei due assi, gli spazietti infinitesimi, determinati
dalle equazioni, che seguono le precitate. Cio posto, dalle
equazioni (7), (8), (9)» e (10), avremo

v
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, X3y ,
= Ty'_. —_n
> x/gy/// .
=————n
3y
. y/é\x/ﬁ ,
=t
y ax/
> y/ é\x"’ .,
= —s
¥ S

‘S ‘S
e considerando che ¥ = il , ¥ = g—x—-, potremo
dy ox

sostituire per tutte le coordinate, che sono nell’ equazio-

ne (3) i loro ritrovati valori, ed otterremo la trasformata

seguente

a\—j, (P"dy'cos. '+ P"dy cos. 8"+ P9y "cos.f)

4
J - (P'dx’cos.a’ P "dx"cos.a”’+ P dx""cos.&’’) \ _
dx p =0

— n'P”cos. "—n"P"” cos. B

+ 5'P”cos. 2"+ s'P" cos.&”’ y

§. XLIV.

Si osservi frattanto, che le prime due righe di que-

sta trasformata , mediante 1’ equazione (6) , sostituende
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7 4

x . .y .,
- 57 in vece di e supponendo, che d7', d=”, d=

sieqo le variazioni occorse nella .direzione delle forze per
1 moti rotatori, e riducendosi a memoria le solite formole
P’d%x" cos.a’+ P'dy cos. B'=P'dx’
P”9x" cos. a4 P”dy” cos. B”'= P"dx”
P %" cos.a” "+ Py cos. "= P""dz""

quelle due prime righe, io dico, si riducono alla forma
seguente, 5— (Pdr+P"dx"4- P"dx""), che ¢ la somma

dei momenti rispetto ai moti rotatori, e che dunque non
sara = o, Se non saranno per se stesse = o le altre due

righe della suddetta trasformata.

§. XLV.

Si avverta adesso, che di tutte I’ equazioni del §. XL.,
non si & ancora fatto uso; dunque non si sono introdotte
le condizioni tutte dell’equilibrio, ma facendo conto delle
due equazioni (4), € (5), le quali si sono ottenute dalle
altre , che ancora non hanno avato luogo nel nostro cal-
colo, e quindi introducendo tutte le condizioni dell’equi-
librio, si trova la somma di quelle dne equazioni eguale

alle due righe ultime della precedente trasformata, le quali.
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duc righe adunque appena dato luogo a tutte le condizioni
, ey ..
dell’ equilibrio, si ridurranno per se stesse = o, ¢ lasce-

ranno Ja somma dei momenti dipendenti dai moti rotato-
’

X .
— diventera

&y

’ ’r 17 ’ '3 77, . - . . -
Pdz"4+P'ds”"+P"dx"= o; onde aggiuntivi 1 momenti

rn—=o, mentre la trasformata divisa per

procedenti dai moti progressivi ( comne per le cose prece-
dentemente spiegate & molto facile) ne risulterd anco per
questo sistema a distanze comunque variabili I’equazione
medesima dei momenti, che si deduce dal Principio delle

Velocita Virtuali.

§. XLVL

Che se in vece di essere il sistema a distanze varia-
bili rispetto a tutti tre i corpi, due di essi, per esempio,
b, e ¢ fossero tra loro a distanze costanti, ma variabili
rispetto all’ altro a; in tal caso le due equazioni (4), e (5)
non avrebbero luogo separatamente, ma non per questo
non ti troverebbe nella stessa guisa = o la somma dei mo-
menti. In fatti, se i corpi b, e ¢ siano tra loro a distanze.
invariabili, sara sempre vero nonostante, che gli spazi
qualunque, essi fossero per descrivere in virtu d’un inde-

‘terminato impulso, cioe bb’, c¢’, si potranno considerare
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come resultanti dei due bb”, cc”, e b6, ¢, 1 primi con-
centrici all’arco aa’, e descritti d’ una rotazione eguqk ,
e comune col corpo aa, e gli altri due, cioe bb”, cc™”
descritti per una rotazione comune ed eguale intorno ad
un medesimo punto, ma diverso da quello intorno a cui

¢ seguita la rotazione ada’.

§. XLVIL

Cio posto, essecndo per ambedue questi corpi I'istesso
punto C ( Fig.7) quello, intorno a cui si esercita la rota-
zione bb"”, ¢cc””, ed essendo 7, g”, 7, g le coordinate
parallele agli assi delle x, ey, e referite a questo punto C,
¢ chiaro, che accido queste rotazioni bb™, c¢’”’ non possa-
no senza impulso estraneo spontaneamenté aver luogo, in
vece delle due equazioni (4), e (5) dependenti dal Teo-
rema del §. XXXI. converra che abbiano luogo le equa-

zioni seguenti

444

P’ (g"cos.a”"—f" cos.z")+P"(g"” cosa”~f"cos.f)=0
gy +f¥x"=o0

gy +f N =

F¥Y—f Y=o

g3 —g"¥x" = o.
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§. XLVIIL.

Seguendo adunque 1’ analisi relativa ai sistemi a di-
stanze invariabili, avremo

., fﬂal ’”
f / w2
» //5:71//
f - %/T
J
g//a\l 77
e

s 217

w8 0F"

3/x//
onde I'equazione prima del §. precedente, mediante le
sostituzioni di questi valori delle f”, f, g”, £ ec. di-

\
ventera

7

g

a\/x// (P'/ COs. o ’ //._i_P 4 COS. a”/a\/x//,)

f’/ (PII COS ﬁ// ’ /I+ PI’/ cos ﬁl//A\/ //l) — o’

e per I equazione seconda del medesimo §. precedente,

17 ’r
essendo _éf__ = — j——- , avremo
dx y
P’cos.a”¥x"+ P " cos.&” 8 x"

+ PI/ cos ﬁlla\‘y + P//I cos ﬁli/ 44 o .
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§. XLIX.

Ma dalle equazioni (15), e (16) del §. XL. abbiamo

U S/J/‘y”
ox = — —7—
n
A NIR
3’ /II__ S ‘l)\.y
X =
n

onde sostituendo. questi valori la nostra trasformata di-
ventera

— f_él‘y_ P”cos.a” "4 P” cos. B y”

S’,é\, 777
— __n—- P cos.a’’+ P cos.3" 8y =0,

cioe

é‘y (5P” cos.a”—~n"P"cos.3")

-

é\’ 272
J
g

n

( SNPIII COS. “/ll_ nl/PN/COS. B”’ ) —0 s

onde per ridurre I’equazione proposta alla forma oppor-

r 17

tuna, non resta che dimostrare essere 8’y”: 8y ==n": n"”.

§. L.

A tale oggetto si consideri, che non potendo per

ipotesi i due corpi b, ¢ variare tra loro le distanze, tale
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condizione, che si ¢ rappresentata per mezzo delle quattro
ultime equaziohi del § XLVIi, rispetto alle variazioni
designate colla caracteristica ¢, ¢ necessario rappresen-
tarla anco rispetto alle variazioni desfgnate colla caratre-
ristica &'. Ora & chiaro, che otterremo questo, eguaglian-

do ad una costante I'espressione di quella dxstanza, cio¢

V(x—+ )+ (") ovvero ponendo = o il diffe

renziale di questa quantita, onde avremo

(xlll—— x/l ) (3.”///— 3x1/) + (y/l/—yll) ( a /II—_ a.yl/) — 0 .
§. LL

Ma sottraendo !’ equazione (9) del §. XL, dalla (10)
abbiamo
VN e e it DL
y
¢ sottraendo ”equazione (77) del medesimo paragrafo, dal-

la (8) si ottiene

a\y///_ é\y// (x”,+ n - x -—n )a\y

x

onde sostituendo queste quantita nell’ equazione del §.pre-

cedente , ¢ considerando , che per [Iequazione (6) del

) ox
§. XL. suddetto -_3,'— = — —-, avremo
* J
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I( 'r’/‘—.x//) (y///—i_ s”_‘y’/_— S’) ;:
(y///—_y//) (‘r///+ n//— x//—— rl/ )
717 7 72 /7 1277 77 77

ciod X7 — x5 x5 xS =y"'n"— y'n'— y'n"+y"n,

ovvero (¥ —x" ) (s"—s") =y "~y ) (n"—=n").

§. LII

Suppongasi adesso, che il punto intorno a cui girano
per rotazione parziale, e comune a loro due, i corpi b, ¢,
sia situato in modo, che rispetto all’ origine delle coordi-
nate, sia esso distante nel senso delle x» della quantita £,
e nel senso delle y della quantita » dall’ origine medesima ;
¢ chiaro, che sard ¥”"=¢ —l—f”; ¥ =+ f", 9 =y+ g7,
¥ =n-+g"; e sostituendo tali valori nell’ultima equazio-
ne del §. precedente, essa diventera (f"—f7) (s"—s")
=(g"— &) (n"—n).

§. LIII

Abbiamo per causa delle equazioni (15), e (16) del
§. XL, e delle equazioni seconda, e terza del §. XLVII,
ed inoltre per le riflessioni sino al presente esposte, tra le
quantits 17, £, g7, g7 n'sn”, s', s” le relazioni seguenti,

n':s'=f":g", cioe n'g"=s"f"
n:s"=f":g", cioe n"g"=s"f"
n'—n.—s=f"- f": "~ g"

X
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Cioé | (n/l_ n/)(gll/— g_’l):(sll— sl)(fll—fvl) s
e si tratta di dedurre quindi le altre due relazioni

nlf//’: nl’j‘lf, S’OO”I: slig_’l'
§. LIV.

La terza delle precitate tre equazioni eseguendo la
moltiplicazione diventa g"'n"—g"n"—n'g”"+n'g"=s" ""'—
s"f”— s'f”4 s f”, e sottraendo da questa le due antece-
denti si ottiene g"n"-+ n'g”'=s"f"+ 5" f”, e quivi sosti-

S’ fv; S//f///
tuendo i valori di g'=—,—, g”’= —7>5—, avremo
n n

s/f//n// sz/jvn ’

s fl/+sf///,
cioe "(———s ):f’” (s'-—s,’}),
f” s 4 — f’l”l (sl r? 77 /),

cioe L (sn'—n's"= n’—s"'n
n

onde finalmente f"'n"=f"n’; e sostituendo 1 valori di f7,

in vece dei valori di g”, g”’, si sarebbe egualmente otte-

N4

nuto s =s"g".
§. LV.

Avremo pertanto 1’equazione n'd’y= n"d’y", onde

r 12 S A

—, 0 per y (che & I'istesso) la trasfor-

dividendo per
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mata ultima del §. XLIX., essa finalmente diventeri

§’P”cos.a”’-n'P"cos. B4 s"P” cos.e’”’-n"P" cos. "= o0,
la quale risulea da tutte le condizioni necessarie per im-
pedire la rotazione parziale, ma comune ai due corpi b, ¢,
¢ percio nell’istessa guisa, che le due (4), e (5) del §. XL,
per I ipotesi delle distanze tutte variabili, adempiono in-
sieme con le altre alle condizioni dell’ equilibrio, cosi
nell’ipotesi attuale della distanza costante tra due dei cor-
pi del sistema, vi adempie, insieme con I'altre, I"unica
precedente equazione, e percio I’ équazione dei momenti
si raccoglie egualmente in questa, ed in ogni altra ana-

loga circostanza.

§. LVL

Nella prima parte trattandosi di sistemi a distanze in-
variabili, per i quali erano note r equazioni di condizio-
ne dell’ equilibrio, il dedurne I’equazione dei momenti,
non ha presentato altra difficolta, se non quella di espri-
mere analiticamente tale invariabilita di distanze, e ridur-
re ad una sola tutte le equazioni occorse. Nell’ipotesi at-
tuale delle distanze variabili, & convenuto inoltre princi-
piare dal fissare le equazioni condizionali dell’equilibrio,

e della variabilita delle distanze, scegliendo fra ttte Je
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possibili maniere quella, che poteva presentare equazio-
ni condizionali dotate d’una generalita tale da ridursi a
qualunque imaginabile sistema, o ammasso di molecole
materiali in equilibrie. Siccome peralcro cio che fino ad
ora si ¢ dimostrato di tre corpi in un piano istesso, po-
trebbe senza difficolta estendersi ad un numero qualsivo-
glia di corpi nel piano medesimo, ma forse non sara
sempre facile estenderlo ad altrettanti corpi, o punti in
equilibrio, e mobili in tutti i sensi, cosi giovera presen-
tare la questione come segue in tutta la possibile genera-
lita, avvertendo, che per chi abbia penctrato lo spirito
del metodo, I’ estendere il numero delle equazioni al caso
di una maggiore quantita di corpi, o punti, non sarebbe
che un allungamento inutile di calcolo, capace di abba-
ghare gli occhi piuttosto, che d’illustrare ulteriormente

la materia in questione.

§. LVIL

Suppongasi adunque con tutta la generalita un siste-
ma composto di quanti si vogliano corpi, o punti in equi-
librio, agitati da forze comunque, e suppongasi, che rom-
pendosi I’ equilibrio, possano i detei punti variare le respet-

tive distanze , movendosi in tutti i sensi. Si concepiscano i
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soliti tre assi delle x, ¥, z, e che decomposte parallela-
mente a ciascheduno di essi assi le forze P, P”, P ec.,
applicate al primo, sccondo, terzoec. corpo, o punto del
sistema , sieno respettivamente P’ cos. &’ , P”cos. &,
P"cos.a”"ec.; P'cos f2', P cos. 27, P cos. 3" ec.; P'cos. 3/,
P”cos. ", P'"cos. " ec.; di maniera che le direzioni delle
suddette forze P, P”, P”"ec. facciano coll’asse delle x gli
angoli &', &”, 2" ec.; coll’asse delle y gli angoli £, 27,

B ec.; e con quello delle z gli angoli 3, 7", " ec.

§. LVIIL

Qualunque moto possano prendere nel rompersi I’e-
quilibrio 1 punti componenti il sistema, tali moti potran-
no sempre referirsi a ciascheduno dei tre piani delle x, y,
delle ¥, z, e delle ¥, z. Cio posto, stando il sistema in
equilibrin, se questo per un impulso si venga a rompere,
I’ equazioni relative all’equilibrio, ed alle variabili distan-
ze, il tutto referito al solo piano delle x, y, saranno le
seguenti , supponendo che I'origine delle coordinate sia
in quel punto, intorno a cui il primo corpo, o punto del
sistema eseguisce la sua rotazione intorno all’asse delle z,
o sia la sua rotazione referita al piano delle », y. Tali equa-

zioni adunque saranno
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( 1) P’ cos. o'+ P" cos.a”+ P cos.a”’+ ec.=o
(2) P’'cos. B+ P"cos. B+ P"cos. 3+ ec. =0
(3) P’ (x'cos.p’—y’cos.a’)+P” (x"cos. 8"~y cos.a”)

+ P” (5" cos.f”"—y" cos.a”") -ec. =0
(4) s"P"cos.a”—n'P"cos. f"=0
(5) s"P”cos.a”—n"P" cos."=o0

ec.
(6) ¥ dx'+y' dy=o0
(2) # '—(x"+n') dy'=o0
(8) ¥ 9y "—(¥"+n")dy'=0
(9) 59— (y"+ ) dx'=o0
(10)y dx""—(y"+s")dx'=0
ec.

(11) ¥uy'—&"dy'=0

(12) ¥uy”"—x"dy’ =0

(13)yva"—y dx'=0

(19)yva”’—y 0%’ =0
ec.

(15) n'd'x"+s"dy" =0

(16) 0" 0%+ 5"y "= o.

€cC.
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§. LIX.

Quanto ai moti referiti al piano delle », z, e in con-
seguen/a per i moti progressivi nel senso delle x, e del-
le z, e per i moti rotatori intorno all’ asse delle y, avre-
mo un’altra serie di equazioni analoghe alle precedenti.
Ma comecch¢ nel senso delle » per tal moto rotatorio
vi saranno delle variazioni, che potranno esser diverse da
quelle occorse in questo medesimo senso per il moto ro-
tatorio intorno all’ asse delle z, cosi diversificheremo le
caratteristiche delle respettive variazioni, o differenze, e
porremo T in vece div, A in vece di &, e A" in vece
di &". Inoltre, siccome la rotazione del primo corpo re-
ferita a questo piano puod succedere intorno ad un asse
parallelo & vero alle y, ma distante da esso corpo non
egual:rente che quello, intorno al quale ¢ seguita la ro-
tazione del medesimo corpo referita al piano delle X579,
cosi supporremo, che tal distanza in vece di essere x”,
ez, slax +&, 27x¢, e(‘i in conseguenza varieranno re-
spettivamente tutte le corrispondenti equazioni. Di piu,
a fine di esprimere la variabilita delle distanze per i moti
occorsi in questo piano, non potremo servirci delle me-

desime quantita n’, n”, s, s”, che servono per rappresen-
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tare tale variabilita nel piano delle x,y; onde prendere-
mo le quantita m’, m”, r’, r’ per la corrispondente attuale
significazione della variabilitd delle distanze nel piano del-
le x, z. Finalmente I’ equazione (1) del §. precedente si
ripete nella seguente serie d’equazioni, per completare
I’enunciazione dei moti progressivi comuni a tutei i corpi,
e referibili al piano delle x,z ; e giovera rammentare, che
dei moti progressivi parziali appartenenti pit ad uno dei
corpi, che ad un altro, non si dettagliano I equazioni,
perché si ¢ notato come cio possa alle occasioni supplir-

si, e sarda in seguito ancora piu facile il convincersene.

§. LX.

Previe le avvertenze sopraenunciate, saranno adun-
que facilmente intelligibili le seguenti equazioni relative

al piano delle x, z.
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(1) P’cos.a’+P"cos.a”’+ P cos.e’"+ ec.=o

(2) P’cos.y’4-P’cos.y”+ P"cos.y "+ ec. = o

(3) P’ (x'cos.y’~2z'cos.a’) +P” (x"cos.y”- z"cos.a”)
+ P (¥ cos.y”"—z" cos.a”’) +ec. =0

(4) r'P"cos.a”’—m'P"cos.y"=o0

(5) r"P”cos.a”"—m"’" P cos.y”'= o

ec.

(6) (¥-+£) Ax'+(z'+8)dz'=0

(D) (F4E) "= (#"+§+m) 9z’ =0
(8) (¥4£) 92"~ (" +£4m") dz'=0
(9) (z+8)ax"— (z'4+¢+1") v’ =o:
(10) (F+Y ax"— (2"+¢+1")ax'=0

€c.

(11) (¥4-§) v2"—(¥"+£) % =o
(12) (¥+5)va"—(4"+§) 3 =0
(13) (4 Tx"—(2"+ Q) ax" =0
(14) (FH 1" —(Z7+{) dx' =0
(15) MA%"+1r82 =0

(16) m’Aa'x"+r §x"=0

€C.
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§. LXI

Rispetto finalmente ai moti referibili al piano delle
Y, %, avremo un’alcra serie di equazioni. E siccome nel
senso delle y, e delle z.vi saranno per i moti rotatori in-
torno all’asse delle « delle variazioni, che potranno essere
diverse da quelle occorse nei medesimi sensi per i moti
rotatori intorno all’asse delle z, e a quello delle y, e re-
feribili quindi agli altri due piani, cosi converranno sem-
pre le caratteristiche A, A, T. Rispetto al designare Ia pos-
sibilicx che hail primo corpo di ruotare intorno ad un asse
parallelo alle », ma distante da esso primo corpo pit di
quello, che fossero dal medesimo distanti gli altri due assi
intorno ai quali abbiamo considerato la retazione, suppor-
remo, che tale distanza invece di essere ¥, € z, sia y*pu,
e z*v. Si avverte ancora, che a fine di rappresentare Ia
variabilita delle distanze per i moti rotatori referiti a que-
sto piano delle y, z, ci servirema delle lettere ¢, ¢, t,t,
che corrisponderanno rispetto a questo piano, a quello che
rispetto al piano delle x, z sono le quantita m’,m”, r’,r";
e rispetto al piano delle x,y sono le quantitk ', n”, §’, s”.
Finalmente si ripete qui I’equazione (2} del §. L'¥I1L per

completare I’enunciazione dei moti progressivi comuni a



B 171 )&
tutti 1 corpi, e referibili al piano delle y, z, rimettendoci
quanto ai moti progressivi parziali a quello che si ¢ ac-

cennato precedentemente.

§. LXIL

Saranno pertanto le equazioni relative al piano del-

le y, z ,come appresso.
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(1) P’'cos.B'+P"cos. B+ P cos. £'+ec.=o

(2) P’cos. 9"+ P7cos.y” "+ P cos.y” '+ ec. =0

(3) P'(y'cos.y’-z"cos.f) 4 P”(y cos.y"-2"cos. ")
4+ P (y " cos.y"—2"cos. ")+ ec.= 0

- (4) P cos.B"—q P cos.y” =0

(5) ¢"P""cos.p""— q"P” cos.y”"= 0

ccC.

(6) (F+wm)dy+(z+v)sz =0

() O+p)az’— (' +ptq)az'=o0

(8) (9 +w)az"—(y"+p+q")sz'=0

(9) (F+v) 8y —(2"+v+1 )8y =0

(10) (2'+v) 8y —(2"+v+ ")y =o
€cC.

(1) () Y2"= (0 +p) az’=o0
(12) (¥ +p) Y2"'— (9 "+p)szd'=0
(13) (Z4+v) Yy — (2"+v) Ay’ =o
(14) (2+9) 09— (2v) by =0
(15) ¢aly"+a'2"=o0

(16) ¢'AY “F a7 =0

ecl
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§. LXIIL

Stabilite cosi I’ equazioni necessarie, dalle quali si
deduce come secondo le occorrenze possano aversi le
altre , che abbisognassero, a norma di quanto si & per
esempio esposto al §. XLVI, e seguenti, raccoglieremo
I’equazione dei momeanti nel modo seguente . Dalle equa-
zioni (7), (8), (9), e (10) del §. LVIIL. avremo i seguen-

ti valori

€C.

x/ ay/ , y/é\x,

e considerando, che ¥’ = —-%—, ' = ~“~———, potremo
’ dy »J " P

sostituire tutti i valori delle coordinate, che trovansi nell’

equazione (3) del §. LVIIL medesimo, ed essa restera



(124 )4

trasformata come appresso

%’7 (P'dy’cos.B'+ P 3y cos. f"+P"dy" "cos. f"+ ec.) ]

B %x"_ (P'3x"cos.a’+ P“Ix"cos. 24P dx"'cos.a’” -+ ec.)

_ n/Pl/ COS. B”-—— n//P//ICOS. BIII
+ S’P” cos. al/+ S”P”/cos. “lll

€C. o

§. LXIV.

Parimente dalle equazioni (7), (8), (9), e (10) del

§- LX. avremo i valori seguenti

o (.’6"—'—5)52”
y = —""" —

0% —&—m
e (x+£)’5_z_’__g_m,,

dz

ec.

2 = e —&—-r
Ax ¢
zfll:; z + Z)’A — Z -_— rll
AX )
ecC.
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&) ax .
= (i—%{)——— — ¢, potremo trasformare I’ equazione (3)
X

del §. suddetto, ed essa diventera

x;"s (P’9z'cos.y’+P" 9z cos.yy "+ P 9z" cos.y+ec.) 7

2

+Z(P Ax'cos.e’+P” Ax ‘cos.e”+ P Ax""cos. aa'"—{— ec.)

—_——

Ax
— (P’ cos. 9+ P”cos. y”+ P"'cos.y™'+-ec.) Y =0

4 &( P cos.&’+P’cos.a”" P 'cos.a” "+ ec.)
— m,PI/ COS.?II— m//PI/,Cos. 7///
~+r'P”cos. &+ 1r"P" cos. ™’

€cC.

§- LXV.
Finalmente dalle equazioni (%), (8), (9), € (10) del

§. LXII, ricaveremo i valori seguentt

_ (Yt p)az” ,
J = Az =R —q
’r___ (_7'+ o] ) AZ”, 17
y - Az/ "' q
€c..

_ (z—l—v),Ay ——t
Ay
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/u: ( z,—l- v ) Ay’” 14

L —y—1

Ay
cc.
_ (Ytw)az w, 2= (Z+v)ay

’

Az Ay

potremo con questi valori sostituiti nell’ equazione (3) del

medesimo §. LXII. ottenere la trasformata seguente

y—l-pa .
Az

77 124 717

44

— z:-/v (P’'Aycos. B'+P" ay cos.p”’+P" Ay cos.f” "+ ec.)
\y _

—p (P’ cos.9’+ P”cos.y” "+ P cos. "'+ ec.)
~+ v ( P’ cos. B+ P” cos. B+ P cos. 3"+ ec.)
— ¢’ P”cos.y"— q"'P" cos.y’”

~-t'"P” cos. B+ 1" P cos. 3"

€C.

§. LXVL

Sommando adesso insieme queste tre trasformate ,
avremo
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(P'dy’cos. '+ Py cos.f"+P""Jy" cos. "+ ec.)

a—
_”__

(P'dx'cos.a’+ P"dx"cos.e’’+ P"'dx""cos. a4 ec.)

+ -x———'—_—g( P’'32'cos.y'4-P"dz" cos.y”"+P"" 3z cos.y" "+ ec.)

z—l—é’

(P Ax'cos.a’+P Ax""cos.a”’+P"” ax" cos.e’ +ec.)

+3—’—+P' (P'az’cos.y’+P” Az cos.y”+P"" Az cos.y” " +ec.)

z 2,7 27 4 177 (444
— —_1—_— (P’Ay'cos.5'+P” Ay cos.3”+P" Ay cos.f” +-ec.)
+ s P” cos.a”— n'P”cos. 3”
+ s//Pl// COS. a///_ n//P/l/ COS. (3///
ec.

+ r’P”cos.a”—m'P” cos.y”

-+ r"P” cos.a”’— m"’P"” cos.y"”
ec.

+ ¢P”cos.f”— ¢'P” cos.y”
+ II/PI’/ COS. B///— q//P/// cos. 7//!
ec.

— &( P’cos.y’+P”cos.y’'+ P cos. "'+ ec.)
+ Z(P’ cos.a’+ P”cos.&”+ P cos. &'+ ec.)

— (P’ cos.y’+ P”cos.y "+ P cos. y""+ ec.)
+ v (P’ cos.'+P"cos. 3"+ P cos. B+ ec.)

Z
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§. LXVIL

Ora si avverta che verificandost le equazioni espri-
menti | equilibrio contenute nei §§. LVIII, LX, ¢ LXIIL
le dieci ultime righe della somma (esposta nel §. prece-
dente ) di queste tre trasformate sono per se medesime =o.
In fatti tutte quelle affette delle quantita £, &, p,», sono I'e-
quazioni (1),0(2) esposte in ciascheduno di quei tre para-
grafi; e percio svaniscono spontaneamente . Le altre sei ri-
ghe sono la somma delle equazioni (4), e (5) parimente
contenute in ciascheduno dei tre sopraccitati paragrafi, le
quali equazioni sono ivi stite posté separatamente, per
maggior generalita; ma in ciaschedun caso, in cui dipen-
dano una dall’altra, e percio i respettivi punti del sistema
abbiano qualche corrispondenza nei loro movimenti, si &
esemplificato nel §. XLVI, e seguenti come nascono le
equazioni necessarie a rappresentare quella precisa corri-

spondenza, e come il procedere , € la sostanza del metodo

restt I’ istessa.

§. LXVIIL

Ridotta adunque la somma delle tre trasformate alle

sole sei prime righe, e considerando che quelle restano=o0
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non solo tutte insieme, ma ancora separandole’, come se-
gue, a due a due, cio¢ le prime due insieme, la terza, e
la quarta insieme, e la quinta, e la sesta insieme, in virtl

delle equazioni (6), che sono in ciascheduno dei §§. LVIII,
LX, e LXII, avremo

X _J
Jy’ Ix’
¥+8 24+
iz Ax
yAw __ wv
Az/ - Ay,

onde quelle sei prime righe diventeranno
o0 = P’cos.a’(dx'+ Ax" )+ P cos.a” (dx"+ Ax”
-+ P”cos.a” 9%+ ax”’) + ec.
+ P’cos. (' +ay)+ P cos. g7 (dy"+ ay”)
+ P”cos. B (dy "+ ay"") +ec.
+ P'cos.y’ (8z+ A2 )+ P” cos. 9" (327+ Az”)
+ P”cos.y” (92" +az") + ec.

§. LXIX.

Suppongasi adesso moltiplicata I’ equazione (1) del
§. LVIIL. per la variazione, che possa essere seguita nel

senso delle » per il moto progressivo comune di tutto il
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sistema, ed in oltre se li aggiungano tutte le equazioni
parziali moltiplicate per le respettive parziali variazioni,
occorse nel medesimo senso ai vari punti del sistema, e
sia la somma di tali equazioni

P'cos.a’ Dx’+ P”cos.e”Dx"+P"cos. " Dx""+ ec.=o0.
In simil guisa operando nelle equazioni (2) del §. LX,
e (1) del §. LXII, si avranno le somme delle equazioni
appartenenti ai moti progressivi comuni, e delle equa-
zioni appartenenti ai moti progressivi parziali, moltipli-
cate per le respettive variazioni comuni, e parziali, che
saranno nel senso delle y

P'cos. 'Dy’+P"cos. " Dy"+ P cos. Dy’ +ec.=o,
e nel senso delle z

P’cos.y’ Dz’ + P"cos.y”’Dz"+ P 'cos.y” "Dz 4-ec. = 0.

§. LXX.

. . . ?
Sommando adesso queste tre equazioni con I'equa-

zione del §. LXVIII, ¢ supponendo

dx +ox 4+ Dx' =dx
x" + Ax” + Dx’" =dx”
A\x///+ Ax/,/+ Dx//I: dx///

cC.
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W +ay +Dy =dy
é\y//+Ay//+Dyu‘__— dy//
Jy///+ Ayl/,+ Dy///: dy/l/

€cC.

32 4+ 4oz D2 =d2
2" 482"+ Dz’ = dz"
32"+ a2+ Dz =dz"”

€cC.

avremo

o = P’cos.a’dx’+ P'cos. B'dy’+ P’ cos. y'dz’
+ P”cos.a”’dx"4P"cas. B"dy”"+ P"cos. " d2”
~+P”cos. &”’dx""+ P"'cos. 8" 'dy”"+ P”cos. »"'dz"”"
+ ec.

e quindi per le formole esposte fino dal principio al §. IV.
della prima Parte, supponendo dp’, dp”, dp” ec. le varia-
zioni totali, che per I'impulso impresso al sistema saran-
no occorse nelle direzioni delle forze applicate al primo,
secondo, terzo ec. di tutti i punti, o corpi componenti il
sistema medesimo , avremo finalmente P'dp’+ P”d p” +

P”dp”+ec.=o0, che ¢ la richiesta equazione dei momenti.
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§. LXXIL

Giovera adesso per una specie d’ epilogo, e per illu-
strazione ulteriore delle cose fino ad ora spiegate, il con-
siderare l'origine dell’ equazione dei momenti ancora sotto
un altro generale aspetto come segue. Allorche un sistema
¢ rigido, ciaschedun punto non puo prendere altri movi-
menti che quelli, 1 quali sono comuni a tutto il sistema,
in quanto che corrispondono all’ipotesi delle distanze in-
variabili. Ma in un sistema non rigido, nel quale cioe
non tutti i punti, che lo compongono, debbano respetti-
vamente mantenere la medesima distanza tra loro, oltre i
moti comuni a tutto il sistema, vi saranno de’moti parti-
colari, che potranno prendere quei punti, i quali non
sono costretti a conservare invariabili le loro distanze .
Perché adunque un tal sistema sia in equilibrio, bisogna
che siano in esso impediti non solo i moti comuni a tutto
il sistema, ma ancora i moti particolari, in modo che
ciascun punto non possa accostarsi o allontanarsi daglt
altri. Quindi in primo luogo, come nel caso dei corpi

rigidi (§. LXXII, e LXXXT. Parte 1. ) avremo I’ equazioni
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(1)  (P’cos.a’+P’cos. &+ P"'cos.a”’+ec.) Dx’
+ (P’cos.f’4 P”cos.f3"+ P"'cos. 3"+ ec.) Dy’
4 (P'cos.y’+ P"cos.yy”"+ P cos.y""+ec.) D2'=0

(2)  Plcos.a’(dx'+3'x")+Pcos.o” (dx"+ 8'x") +
P”cas.a’” (9x"48'x") +ec.
+ Pcos. (994 9%") 4P cos. 7 (dy "+ 8'y") +
P"cos. B (dy" "+ ¥y"")+ec.
+ P'cos.y’ (35 +9'2)+ P eos.y (92" 4 82" )+
P”cos.y” (024 82" )+ ec.=o.

§. LXXIIL

In secondo luogo converra che sieno impediti i moti
parziali, i quali o potranno essere progressivi, o rotatori
intorno a tre assi qualunque tra loro normali. E quanto ai
primi, se il punto, a cui per esempio e applicata la for-
za P’, potra muoversi di moto progressivo parziale ad

esso, avremo per questo punto I’equazione
(@) P'cos.a’D’x’+ Pcos. p’D’y’'+ P'cos.y’D'z’=0

ed un’altra simile per qualunque altro punto, che potesse

avere una egual facolta di muoversi indipendentemente

dagli aleri .
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§. LXXIIL

Se i due punti, ai quali sono applicate per esempio
le forze P’,P”, debbano avere un moto progressivo co-
mune, e nella medesima direzione, allora in luogo di due
equazioni simili all’equazione (a) avremo la sola equazione

(b) o = (P'cos.a’+P"cos.e” ) D'x’
+ (P’cos.p’'+P"cos.g")D’y’
+ (P'cos.y’+P’cos.y”)D'2’

§. LXXIV.

Che se i medesimi punti avranno un moto progres-
sivo comune, ma il primo nella direzione ', ed il secon-
do nella direzione s”, chiamando D’s"lo spazietto percorso
da ambedue i punti, avremo I’ equazione

Dy ., Dy , , D'z
o =P'cos.e’ —— 4 P’cos.z’—= 4 P’cos.y” ——
Co “ D/s/ + ﬁ D/s/ + 7 D/sl
/xll . Dty’/ . , D"zll
24 . Is e 177 . //‘—.— P 3 /’ -
- P”cos. a 7% 4 P”cos.f2 Dy -+ P”cos.y D7
e moltiplicando per D’s’, otterremo
(¢) o =P'cos.a’D'sx’+P'cos.f’ D'y’ P'cos.y’ D'z
+Pllcos. “//D/x/l—l_ P//cos. pl,Dl‘y//._*_ P/cos. 7I/D’z//

e cosi viene per i moti progressivi parziali ad illustrarsi
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un caso analogo a quello, che per i rotatori parimente
parziali, ma comuni a due soltanto dei punti del sistema
fu discusso al §. XL VL e seguenti; dal che si manifesta
il modo di procedere nei casi relativi ad un maggior nu-

mero di punti.

§. LXXV.

In qualunque caso pertanto si vede, che riunendo
tutte 1’ equazioni che hanno luogo avremo sempre per im-
pedire i moti progressivi parziali una equazione della
forma

0 =P'cos.a’D’x’'+ P'cos. 3’ D'y’ + P'cos.y’ D'z’
-+ Pcos.a”’D'x"+-P"cos. 3'D’y"+ P"cos." D'z
-+ ec.
ove D'x’, per esempio, ¢ la somma di tutte le variazioni,
che competono al primo punto nel senso delle x in virtu
di tutti 1 moti progressivi parziali, che questo punto puo
avere. E sommando questa con 1’equazione (1) avremo
(3) o =P cos.a’Dx’+P'cos. 5Dy~ P’ cos.y' Dz’
4 P"cos.a” Dx"+P"cos. "Dy 4 P’cos. ' Dz”
+ec.
ove bisogna avvertire di cangiare il significato di ciasche-
duna variazione in modo, che per eseinpio D x" compren-

AA
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dera il moto progressivo nel senso delle ¥ comune a tutto
il sistema, ed 1 moti progressivi parziali nel medesimo
senso appartenenti al primo punto; ¢ cosl deHe altre: e
questa equaziane avra luago in qualunque sistema, € in

vigore di essa sara impedito qualunque moto progressivo.

§. LXXVI.

Passando ai moti rotatori parziali ponghiamo, che il
punto, a cui é applicata per esempio la farza P’, possa in-
dependentemente dagli altri punti girare intorno ad un
centro, al quale sia referito per mezzo delle coordinate
x'+m,y=n,z'=+p. Avremo per impedire questa ratazione
le tre equazioni

P'cos.a’ (y+n) — P'cos. (¥’ tm)=o0

P'cos.a’(2'xp) — Plcos.y’ (¥'xm)=o0

P'cos. B’ (z+p) — P'cos.y’'(y'+n)=o.
Ora se chiamiamo uvx’, vy’, vz, v'x, vy, v'z" gli spazietti
in vigor di un tal moto percorsi nel senso delle ¥,y,2,
& chiaro che tra vx’, vy, ec. e ¥’==m,y=n, 2'=p esiste-
ranno dei rapporti, analoghi a quelli che sopra per i si-
stemi rigidi abbiamo veduto esistere tra dx’, dy’, ec. € le
coordinate x',y’, ec. e quindi dopo avere per mezzo di tali

rapporti sostituito nelle equazioni precedenti le variazioni
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in vece delle coordinate, la somma di quelle trasformate
ci somministrera 1’ equazione
(@) Pcos.a’ (vr'+uv'x") 4 P cos. ' (vy'+u'y')
4 Pcos.y (vi'+uv'2 Y=o
ed un’altra simile equazione per qualunque altro punto si

concepisse poter girare egualmente.

§. LXXVIL

Se 'due punti qualunque, ¢ per esempio quelli, ai
quali sono applicate le forze P’, P”, potranno ruotarsi in-
torno ad un medesimo centro, mantenendo tra loro la

stessa distanza, in tal caso avremo le tre equazioni
o =Pcos.a’ (y£n) —P'cos.3 (¥ £m)
+P7cos.a” (y"xn) — P"cos.B" (¥"xm)
o =P'cos.a’(2'+p) — P'cos.y’ (¥'£tm)
+P"cos.a” (2"+p) — P'cos.y (¥ +m)
o =Pcos. f(2'2tp) — P'cos.y (¥ =n)
P cos. (2" xp) — P’cos. 4" (3 £n)
e col medesimo raziocinio occorso per un punto solo, ne
dedurremo I’unica equazione
(¢) o =P cos.a’ (vx+v'x") + P’cos.e” (va'+v'5"
+ P cos. ' (vy+vy) + P’cos. B (wy"+vy”)
+ P’ cos.y’ (v +v'z) + P’cos.y” (v2'+v'z")
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§. LXXVIIL

Tutte queste equazioni, ed altre simili, che appar-
tengono ai moti parziali di rotazione, sono adunque della
medesima forma, che I’equazione (2). Quindi questa equa-
zione (2) conterra tutte le condizioni necessarie, accid
che sieno impediti i moti di rotazione, tanto comuni,
quanto parziali di tutto il sistema ; purche s’intenda can-
giato in guisa il significato di tutte le variazioni in essa
esistenti, che, per esempio, la variazione dx'+ ' espri-
ma la somma di tutti gli spazietti percorsi nel senso del-
le » dal primo punto del sistema in virtu di tutte Ie ro-

tazioni, delle quali esso ¢ suscettibile; e I'istesso dicasi

delle altre.

§. LXXIX.

E’ chiaro pertanto, che sommando tale equazione (2),
in cui le variazioni abbiano il significato qui sopra espres-
so, con I’equazione (3) del §. LXXV. avremo I’ equazio-
ne dei momenti, che adunque restera generalmente di-
mostrato aver luogo nell’equilibrio di qualunque sistema

a distanze costanti;, o variabili.
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§. LXXX.

Questa maniera d’intraprendere la ricerca delle con-
dizioni dell’ equilibrio in un sistema qualunque, oltre al
porre sotto occhio, come nel corso della presente Me-
moria si ¢ veduto, la necessita dell’ equazione dei mo-
menti, puo spargere un gran lume sopra molte questioni
Meccaniche della piu difficile indagine, e che fino ad ora

sono state appoggiate a qualche ipotest .

§. LXXXL

Tali, per esempio, sono alcune, ove si cercano le
condizioni della stabilita dei solidi sostenuti da altri soli-
di, e specialmente degli archi, materia quanto comune
nella pratica , altrettanto indocile ad assoggettarsi ad una
rigorosa teoria, € che si vedra cosa resulti ricercando le
condizioni di ognuno dei punti gravitanti, considerati
come a distanze invariabili tra loro, quei punti, che co-
stituiscono ciascheduno dei solidi, i quali compongono
I arco in questione, e seguendo le vedute esposte al
§- XL VI, e seguenti , non piu separando un punto dall’al-
tro, ma impiegando I’ integrale dell’elemento di ciasche-
duno dei solidi sopraddetti, e secondo le originali, e lu-

minose tracce gia scoperte dal Signor La Grange.
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§. LXXXII

All' istesso genere di ricerca potra appartenere
Dottrina dei semifluidi, giaccheé ogni finita, e sensibile
particella componente di essi, potra considerarsi come re-
sultante di punti a distanze invariabili tra loro; ¢ final-
mente I’ Idrostatica ancora sara con vantaggio rigaardata

SOtto questo aspetto.

§. LXXXIIL

In fatei il Signor D’Alembert ha dedotto le condi-
zioni dell’ equilibiio dei fluidi dal Principio esperimen-
tale dell’eguaglianza di pressione in ogni senso, ed il
Signor La Grange il primo ha fatto vedere, che per mez-
zo del Principio delle Velocita Virtuali si aveva il van-
taggio di stabilire una rigorosa teoria dei fluidi, prescin-
dendo dal sopracitato principio d’ esperienza. E senza
fermarsi adesso a dimostrare, come un tal vantaggio pos-
sa ottenersi ancora facendo conto delle equazioni con-
dizionali da noi ritrovate, ci limiteremo ad osservare ,
che inerendo alle cose dimostrate al §. XLVI, e seguenti,
si ricava indi direttamente, che Ieguaglianza di pressio-

ne nei fluidi suppone i componenti di essi perfettamente
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sciolti, altrimenti caderebbero nella eccezione, che si ma-
nifesta nei sopraindicati semifluidi. Ne vale che I’ espe-
rienze fino ad ora istituite mostrino I’ eguaglianza di pres-
sione nell’acqua per ammettere Ja fluidit: continua; per-
che potrebbero le ineguaglianze di pressionc esistere , ma
essere cosi tenui da sfuggire ai nostri sensi, ¢ questo ¢ piu
facile a concepirsi, di quello che sia un fluido composto.

di punti affatto sciolti, e indivisibili.

FINE






